内 容 提 要 


本 节 是 日 本 几何 学 家 立花 俊 一 其 《4 歼 曼 几何 》 的 习题 人 案 。 共 有 人 销 是 
62 题 , 习 是 276 题 。 习 题 全 有 解答 。 途 是 是 经 过 反复 推荐 而 选 出 的 典型 题 ， 
许多 习题 选 自 出 版 当时 最 新 文献 ， 有 一 定 的 深 诬 、 鸡 度 。 可 供 数学 、 物 
理 、 力 学 等 专 业 的 大 学 生 、 研 究 生 学 习 使 用 ， 对 教师 、 科 学 工作 者 也 有 
参考 价值 。 

原 书 1968 年 初版 ， 中 译本 根据 1974 年 第 7 版 全 文 译 出 、 


前 言 


这 本 书 是 本 讲座 第 15 卷 《 袭 曙 几何》 的 习题 集 。 根 据 讲 摩 的 计 
划 ， 章 节 的 划分 与 原 书 一 致 。 原 书 各 章 问 题 以 及 章 末 习题 都 做 为 本 习 
题 集 的 例题 或 习题 编写 在 书 中 。 

按 原 书 的 编写 疙 图， 这 里 收集 的 问题 全 是 和 张杰 分析 有 关 打 的 。 
选 题 时 特别 注意 了 以 下 两 点 ; (i ) 使 在 原 书 中 得 到 的 知识 更 加 具体 和 
巩固 ，(ii ) 给 原 书 中 未 曾 使 用 过 的 公式 补充 实例 做 为 应 用 。 

从 极其 最 近 的 论文 中 选择 了 许多 题 ， 可 能 给 初学 者 带 来 些 困 难 。 
但 是 读者 即使 解 不 出 来 也 不 必 介 意 。 把 它 看 作 轻 松 的 读物 ， 稍 加 忌 这 
后 如 找 不 到 头绪 就 不 必 客 气 地 请 看 解答 。 重 要 的 不 是 让 您 解决 给 您 提 
出 的 题 ， 而 是 让 读者 自己 发 现 问题 并 加 以 解决 。 如 果 在 读 这 本 习题 集 
的 过 程 中 碰 到 疑问 或 注意 到 有 关 条 的 问题 ， 我 希望 读 考 把 它 解 决 了 ， 
这 是 科学 研究 的 开始 。 

以 下 咯 ， 

立花 俊 一 于 示 京 
1968 年 1 月 


正 值 我 的 导师 安达 中 次 《T.Adati) 教授 70 诞辰 ， 评 者 向 他 表 
示 祝 贺 。 
在 这 和 套 书 的 中 译 过 程 中 ， 东 北 工学 院 应 用 数学 条 的 伟 文 章 、 李 建 
华 、 杨 胜 范 等 同志 作 了 大 量 工作 ， 特 此 表示 谢 襄 。 
译 者 
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第 一 章 ” 问 量 与 张 量 


81 向 量 空间 


例题 1 ” 试 证 零 向 量 与 逆 元 的 唯一 性 。 
解 设 0， 0” 都 是 零 向 量 。 对 于 任意 x，x +0=%。 特 别 当 x = 


0 时 ， 则 

0 +0=0/ (1) 
对 于 0 也 一 样 ， 在 x*+0 =% 里 令 *=0 得 

0+0 =0 (2 ) 


根据 (1.4) 有 0+0'=0'+0， 故 由 (1)，(2 ) 可 得 0/= 0 
其 次 对 于 任意 的 4 证 明 其 道 元 的 唯一 性 。 设 xf，x7 都 是 * 的 
逆 元 ， 则 
XX+X/=0, xX’+X=0. 
故 
X + (XN) = XA +0= YY 
= (XI+X)+tXA =0+%/ = %/ 
x = x! 
例题 2 没 户 为 定义 在 区 间 [C0,1) = tt10<t<1} 上 的 连续 函数 
全 体 之 集 。 对 于 f，g EV ,a€R， 由 
f=g<>f(t)= g(t), 0<t<1 
(f +8)(t)=f(t)+ g(t) 
(@f )(t) =@f (t) 
在 天 中 定义 相等 、 和 、 46 倍 。 则 包 为 无 限 维 向 量 空 间 ，。 
解 ” 规 定 0EV 为 对 于 所 有 的 ti， 0(4) =0ER 的 函数 ,再 规定 f 
的 道 元 为 (一 了 (1) = - (f(t1)), 则 斑 满 足 定义 1.1 的 全 部 条 件 . 故 Vy 


为 向 量 空间 。 
维 数 无 限 的 原因 是 在 六 里 线性 无 关 的 向 量 存在 无 限 个 ， 可 证 明 如 
0， 


f(t)= ,2(n+1)(nt—1)+1, 
1， 


在 这 样 定义 的 中 ,元 f),f,，,…,f,， 
… 线 性 无 关 。 其 实 ， 设 对 于 了 ,了 ，,， 
了 
Gf FTCof t+ +a,f,=0 
02，… CC 
成 立 。 考 虑 两 边 的 图 数 在 上 = 1/n 的 
值 


(Gf ite tasf ) I/n) =a,f CI/P) =a 
=0(1/n)=0 
故 得 
af 十 … + _ ,=0 

同 理 可 得 eol =as =…=a ;=0。 故 知 f，，-…， f ,线性 无 关 . 因 
可 以 任意 大 ， 可 见 是 无 限 维 。 

注意 ”区间 [0， 1 并 非 本 质问 题 。 此 外 ， 连 续 性 也 可 去 掉 ， 又 可 
加 上 可 微 性 ， 

例题 3 ”如果 向 量 *,，…，、z, 线性 无 关 ，%)，…，%。y 线性 


相关 ， 那 末 


Y=QT 十 十 CQ YX 


的 ai :7 oa.ER 唯一 地 存在 。 


-一 2 一 - 


解 因 xx ，…，x，Yy 为 线性 相关 ， 故 存 在 不 全 为 0 的 实数 
dy …9 or BB 使 得 
CX 十 …+aX +pBy=0 (1) 
其 中 BX0。 原 因 是 ， 如 B=0 则 得 azi+…+wxr= 0， 从 线性 无 
关 性 得 a1 =…=w=B=0， 与 假设 矛盾 。 故 从 B0,， 以 BB 除 (1) 
的 两 边 可 得 : 
y=0,X, ta a;,ER (2) 
的 形状 
其 次 设 义 可 写 做 yY=ekrxi+…+ag xxz。 这 时 ,与 (2) 边 边 相 减 得 
(CC; 一 6017)X 二 + 一 CDX=0. 
因 x%,。…，%, 线性 无 天 ， 故 
G1 -a /==4,~a, =10。 
可 见 ( 2 ) 中 系数 的 唯一 性 。 : 
例题 4 在 n 维 向 量 空间 持 ， 如 él， “Ss e,(0 二 7 二 7) 线 性 无 
大 ， 则 适当 选择 nr 个 向 量 ey;，…，e， 可 使 ej，…,e,,*…， 
e, 为 基底 。 四 
解 ”首先 证 明 存在 x 使 得 。,,…,e,，* 线性 无 关 。 如 设 不 存在 
这 样 的 %， 则 对 于 任意 *; et， …，e， YX 线性 相关 。 故 对 于 任意 的 
Xi9 …9 MXr+li9 了 十 个 回 量 Cis 9 €,, (=1，…， r+1) 线 性 
相关 ， 故 存在 *;*E 民 使 得 


;二 > xie, (1=1,.…, 7+1) 
考虑 以 a' 为 未 知 数 的 联 立 方程 
中 
》 atXie=10 a=1, “eT 
i 二 1 


在 此 式 中 未 知 数 的 个 数 是 rz+1， 比 方程 的 个 数 7 多 ， 存 在 不 全 为 0 
的 解 at。 对 于 此 a 


并 Mi = 2 "2 Xi 6e。 = (Pe) =0 


i 二 1 i 


3 一 


故 Xi，…，%+l 线性 相关 。 从 而 天 的 任意 r+1 个 向 量 线性 相关 ， 
而 且 el，…，e， 线性 无 关 。 故 天 的 维 数 为 r( 二 n), 与 假设 矛盾 。 

因此 存在 * 使 得 e,/，…，e,，% 线性 无 天 ， 设 这 样 * 中 之 一 
为 e+l 刘 r+1<<m， 同 理 可 得 e+:，… ， ee。 


82 ”对偶 向 量 空间 


例题 1 六 的 元 可 看 做 从 了” 到 屁 的 线性 映射 。 
解 对 于 XEV，wEV*， 如 用 
Xu) = xX, WER (1) 
定义 xX/:V* >R 
则 
WACLT+T2)=《X Ut = +to) (Xx) =1CX)7 + oN) 
一 《% UU +X, VY = XW) + XxX (Vv), 
XaU) = (XaU) =au(x) = ax/(u) 
成 立 ， 于 是 x 为 线性 映射 。 今 设 瑚 + 一 及 的 线性 上 映射 全 体 妈 了 * 的 
对 偶 向 量 空间 为 V**。 对 于 x%*E 了 VV， 对 应 以 由 (1 ) 而 定 的 %， 考 虑 
中 :大 一 > 本本。 YY 一 > 一 中 (7) 
我 们 来 证 明 中 为 同 构 映射 。 痛 先 因 
出 (Y 十 Y)(CUL) = XT +, WD= NX, WU + YY, UD 
= P(X)(u) + (YCu), - 
biax)(u) = ax, W =a(x, WW =ab(x) (Lu) 
对 于 任意 的 如 成 并 ， 改 
$(x+7yY)= 中 xx) + 中 YY)， 中 (ax) =aq(x). 
因 比 $ 是 线性 。 其 次 证 明 $ 是 一 对 一 在 上 对 应 。 为 此 ， 设 {e 丰 为 
V 的 基底 ，+{f"} 为 其 对 偶 基 底 。 四 . 设 **EV**。 则 
X*(u) = Xf = ax*(f*) 
故 令 a* =x*(f*)ER 得 


TX*U) = au, 


另外 ， 对 于 x*=**e、\EV， 
中 (X) ED) = (%, WW = Xu, 
成 立 。 从 而 x*#(z) = 中 (x%)(4) 对 于 任意 的 成 立 的 条 件 是 or = wx， 
此 事 说 明 是 一 对 一 在 上 对 应 。 故 中 是 同 构 映射 。 于 是 如 将 *ET 太 与 
P(x) EV 等 同 之 ， 则 的 元 % 可 看 做 从 V* 到 R 的 线性 映射 和 (%)， 
例题 2 设 x*EV，xX0， 则 存在 FE V* 使 得 (4*)30. 
解 ” 设 {ex} 为 一 组 基底 ， 从 *= 和 rei 关 0 知 4% ，…，% 中 有 不 是 
0 的 。 今 设 *' 半 0。 对 于 YEV, 由 
f(y)=f(yY'e)=y° ER 
定义 f， 显 然 了 是 线性 的 ， 因 此 fAEYV* 而 且 满 足 1 (xX) = 和 关 0. 


33 张 量 


例题 1 〈1，1) 阶 张 量 可 者 做 -> 了 的 线性 映射 也 可 看 做 了 * 一 
7* 的 线性 映射 。 

解 设 T 为 (1，1) 阶 张 量 ， 关于 六 的 基底 fed 的 分 量 为 Fw。 对 
于 %= exEFz， Tiuxh 是 反 变 向 量 的 分 量 ， 则 对 应 

T/:xEV (Txt)e EV 
与 基底 的 选 法 无 关 。 具 有 意义 。 显 然 了/ 是 线性 映射 ， 而 这 种 了” 满 
中 
7(uz，Y%)=(7 (xz (1) 

反之 ， 设 给 定 一 线性 上 映射 7’; -rx 了， 由 (1 ) 定 义 T。T 是 对 
应 ;: V* xV->R， 然 由 《< ,) 的 多 重 线性 与 了 ”的 线性 可 见 ， 它 是 (1， 
1) 阶 张 量 ，。 z : 

这 样 ，V>V 的 线性 映射 全 体 所 作 向 空间 与 张 量 空间 T，' 之 
间 有 一 一 对 应 其实 是 同 构 映 射 ) ， 故 将 相对 应 者 等 同 之 即 可 ， 对 于 
V*_>V* 届 一 样 。 : 

例题 2 如 张 量 空间 7: ”的 元 了 与 n? 维 数 向 量 空间 
(参照 习题 一 的 第 3 题 》 的 元 


$7T)= (7 7 1 "9 fs 7 1 "ys 《0 
”9 7 1 ， 1",,, "9 Tr,) 
相对 应 ， 则 申 是 同 构 映射 。 


解 ” 显 然 中 是 一 对 一 在 上 映射 。 再 从 和 ， 数 党 们 的 定义 得 中 (T+ 
S) = 中 (了 ) + 中 (9)， 中 (G7 ) = Chb(7 ) 成 立 ， 可 和 匈 又 是 线性 的 。 故 中 是 同 


构 映 冉 。 


注意 在 7 了 7。 里 一 分 量 为 1， 其 他 分 量 全 为 0 的 元 (这 样 的 


元 共有 ms 个 ) 作成 向 量 空间 了 ,” 的 基底 ，。 
例题 3 ”对 于 各 基底 {e*t+， 给 定 
Bd | 
DAAp -- ] . . : 
8 | 
则 它们 是 一 个 (p， 让 量 ， 并 有 下 列 性 质 。 
(1) 关于 A, "9 入, (以 及 区 9 Ro ) 及 称 。 
(ii) 如 A, A, Li 员 


六， ,os 入 | 入 A 
OF 02 一 总 Or 区 


解 ” 没 { 记 为 {fe 对 的 对 偶 基 底 、 我 们 来 证 明 在 基底 变换 
a =awes, 产 =bajr， B= (beD = A 

5 wn? 满足 张 量 的 变换 规律 。 

天 .= Darauh0p* 成 立 ， 放 


Oy te Or A ‘Qu Pda ba sa, Pe dp ot 


Ee 


| 
b, ,ab ， dg, op ba plan sz8p oo ] 


58 BB, 


一 bea! A 


ee | 


司 ] 


AP _ hh Mp Xp B Bp saap 
Ooh = 0 op， 


Lp 1""*Bp 


故 令 Ti = pi? = ,可 见 7 满足 张 量 的 分 
量 的 变换 式 (3.2)。 

( i) 从 行列 式 的 性 质 显然 。 

(ii) 令 a =60? ，b=60 502. 取 入 ，…，》 与 is 
“bp 为 1 ，…，n 的 不 同 组 ， 则 4=6=0( 例 如， 和 i 与 …， 
4。 都 不 相同 ， 则 在 a 的 行列 式 里 的 第 一 行 企 是 0》。 当 Ai …， 
和 A。 与 ti，。…，bk。 有 相同 排列 时 ， 和 1 =k1，…， Ap = 故 ea=20= 
1。 无 论 如 何 =。 / z 


34 网 氏 疝 量 空间 


例题 1 设 e/，…，e, 为 从 基底 84;，…'， 44 经 施 密 特 正 交 化 
而 得 到 的 标 崔 正 交 基 ， 这 时 ，ai，…，adi elir1ly， …，en 也 是 基底 ， 
而 且 
《gj ej>=0 II=1，… ks )=8f+l1 7 (1) 
成 立 ，。 z 
解 ” 首 先 证 明 e,，…，e, 所 张 空间 Ve me 与 41，**，。@a， 所 
张 空间 Var， 一致。 因 el=a/ ec il， 故 三:= 矿 。， 其 次 假设 
Peer = 大 oa 成立， 证 明 Veeyss,=Vawory。 令 c= a,,， 
一 >》 《Cr1s ei>eijl， 由 e,+1 的 作法 可 见 


zi 二 1 


r 


CE,.+] < 一 Cr+1 2 《0,. 19 e276 


ij 二 1 


因 右 芝 € Vaart 履 e | EV oo 二 再 从 ,2 一 CeEr+l 十 
》 《Gy 19 ei7ei 得 GE 太 。er+le 可 岗 V aorr, = eers,o 
因 GQ: EV eerll = 1，……5 有 )， 而 且 《ei， ei2=10 (j=k+1, sy 


— 7 一 


8)。 故 得 
《Ci ei)=0, i=1, sk; 了 = 下 十 1，…， nN, (1) 

其 次 证 明 G1，…，Qs，eir1，9 …， es。 作成 基底 ,从 Va,.a4= 
六 es 可 知 ， 这 样 7 个 向 量 张 成 ， 因 此 证 出 其 线性 无 关 性 即 可 ,由 
(1 ) 可 见 

CG 十 … 二 CC 二 Cieh+ 1 十 十 Ce =0， ci "> C,ER 
的 两 边 导 et+l 作 内 积 ， 根 据 (1 ) 得 ci41=0。 同 理 cs+y= …=cn= 
0。 故 得 ciaCi+…+ck=0 从 cai， …，a 的 线性 无 关 性 得 c， = 
二 Cs 二 0， 从 而 61，…，44，ep+19 … en 线性 无 关 。 

例题 2 对 于 任意 7 维 向 量 空间 ， 但 可 给 予 度量 使 之 成 为 欧 氏 向 
量 空间 。 

解 ” 设 fte 为 大 的 任意 基底 。 令 %= Xx*e;，、yY = 7*e;， 定 义 映射 g 
为 

g: VxV>R, g(x, y)= > XY 


则 & 为 对 称 、 正 定 、 多 重 线性 ， 因 此 {Fr，8} 变 为 欢 氏 向 量 空间 。 

注意 8 天 于 {e;} 的 分 量 为 6,,。 关 于 其 他 基底 6;=axte。 的 分 
量 由 8 = dao = 并 aw4o” 而 定 。 

例题 3 在 伴随 于 欧 氏 向 量 空间 {了 ，g} 的 张 量 空间 T,* 里 ， 定 
义 《 ,为 

《7 ，。 5 =E'8go"87)aSup， 1, SET,', 

则 关于 这 种 内 积 ，T,” 是 欧 氏 向 量 空间 。 

解 因 了 ,” 为 n* 维 向 量 空 间 , 故 与 $3 例题 2 相同 ， 可 与 
有?” 维 向 量 空间 等 同 。 在 这 种 等 同 下 , 令 

Ta = X00 Dnto Si 二 QiDnta 
将 张 量 7 ，S 看 做 向 量 *4，y^(4=1,，…，n:)。 现 在 根据 

Cu- nta, (mo n+p = BiMEoB : 
定义 G4s， 则 
G(T, $)=G4a%4y3= gg Sue = (T, $) 


~ 一- % 一- 


G48 是 对 称 、 正 定 (参照 习题 一 第 37 题 )、 多 重 线性 ， 故 为 度量 张 
量 ， _ 

注意 ”和 矩阵 C= (Gs) 是 n?: xn: 和 矩阵， 详细 写 之 如 下 。 

7 pgUC-1 pg12C-1 “gC 
C=- 。 . . 


、 g"1G™! g"2C-1…8C-1 
其 中 G6-! 表示 呈 阶 矩阵 G"!=(g*)。g*Cm! 的 含义 是 C” 的 
8* 倍 。 例 如 ， | 
. 89 ‘gl grg™. 8"" 
| : -| 
gal gn g!1ig"! .BILEmr 
这 样 的 矩阵 C 称 为 6-: 与 6-! 的 克朗 纳 格 积 或 张 量 积 ， 以 C-@ 
GG 记 之 一 般 地 说 ，mxn 矩阵 4 与 xl 和 瑟 阵 召 的 张 量 积 4 多 也 


是 由 
GuB .01nB 
Gn 1B:annB 


各 


AWB:= 


定义 的 Cmk) x (nn 矩阵， 


习 题 一 


1. (1) 0%=0, (11) 《一 1)X= 一 %。 

2 (Ci) 如 XX/，…，。 7% 线性 无 关 ， 则 xi 9 X,(Ss<<r) 世 
(ii》 如 xi， …，Y。， 线性 相关 ， 则 X11 Xi 也 
线性 相关 。 

3， 对 于 集 六 = {1zjx= (59Xo)9 XE R} 的 元 和 = (%1,""， 
xz，7= (yi …， yo)， 根据 

X= PNY Ty NY 
X 十 =(Xi 二 Yi 9 Nt Yn) 


me 


GX= 0X, Yo) 
定义 运算 ， 则 依 为 4 维 向 量 空间 ， 
注意 ”这 个 向 量 空间 称 为 维 数 向 最 空间 ， 


4 当 ely，…， e， 线性 无 天 时 ， ej = >》 Cjiiei， J=1，…，r 线 
i=1 


性 无 关 的 充 要 条 件 是 了 > 阶 和 矩阵 4= (0;') 正 则 。 
5 个 向 量 zx， …，Y%Y， 的 线性 组 合 全 体 作 成 的 集 


0=1} x|%= > axis GiER : 
t=1 


称 为 %*;,，、，*…，。%，, 张 成 的 空间 。 这 时 
(i ) 1 为 子 空间 。 
(ii》 如 xi …，2%r 线性 无 天， 则 UV 是 7 维 ， 
6， 设 广 ，U 分 别 为 x*",m 维 向 量 空间。 在 直 积 集 大 =VVxU 
={f(e，x)iecEF，xEV+ 里 定义 运算 如 下 : 
(a, X%)=(b, yy)<>0=0, +=y, 
(as %)+(b, 7Y)= (at+60, x+yY) 
A(a, %) = Ma, Ax), AER 
关于 这 种 运算 ， 矿 是 于 + 严 维 向 量 空 间 . 
注意 记 做 不 = 太 + ， 称 为 到 与 7 的 直 和 。 
7， 设 ek=grek， ev = cner 为 基底 变换 ， 试 求 网 县 * 的 分 
量 **、Xx ”的 关系 。 : 
8、 对 于 线性 映射 b: 了 一 以 ， 
$0)=0, $b(~%*)= -q(x) 
9. 对 于 线性 映射 路 ->U ，V 的 象 
HV)={7|y= 9(%), xEV} 
是 了 的 子 空间 。 此 外 ，0E7 的 整个 逆 象 
$ (0) = {x|$(x) =0} 
是 洲 的 于 空间 。 
10. 线性 映射 9: 了 ->0， :0U-> 琅 的 复合 中 了 一 六 也 是 线 


-一 10 一 


性 映射 。 

11.。 线性 映射 $ 了 ->U 是 在 中 同 构 映 射 和 的 充 要 条 件 是 下 列 命题 
之 一 成 立 。 

(i) $4-1(0)= {0}. 

(ii ) 关于 上 的 一 组 基底 iex}， 和 =1，…:，n, qh(e,) = 6), 线性 
无 关 。 其 中 {f;},， i=1，…，m， 为 了 的 基底 。 

(iii) mxn 矩阵 8= (oo 的 秩 是 nn。 

12、 设 {e 人 为 基底 时 ， 对 于 YX= 和 ex 令 

P(X)= > ,Xieiy Px)= >, we, 


i 二 1 wT 中 1 


则 中 ,下 都 是 线性 了 映射， 而 且 下 列 关 系 成 立 。 
中 二 中 ， 虽 ?二 中， 中 中 三 也 o 中 = 0， 中 + 中 = 中 + 中 = 了 
其 中 设 0 为 零 映射 ， 7 为 恒 等 映射 ，$? = 中 c。，( 中 十 和)(%) = 中 (%) 十 
YC(x). 
13. 当 线性 映射 $;: 了 -> 了 满足 ?= 时 , 令 =f-$,， = 
7 - 2$， 则 
中 "中 = 站 * 中 = 0 中 := 二 中 ，F2 = 了 
成 立 。 
注意 4， 上 称 为 射影 映射 。 
14. 同 维 二 向 量 空间 互相 同 构 。 
15. 8* 的 任意 基底 是 瑚 的 某 基 底 的 对 偶 基 底 。 
上 = 上 时 
16. 0%*= 
0，A=2ek 时 
亦 称 为 席 朗 纳 格 的 德 耳 他 。 不 存在 一 阶 反 变 张 量 使 得 其 分 掉 关 于 任何 
基底 总 是 8%。 
17、 《1,P) 阶 张 量 可 署 做 从 六 x … xV(p 个 ) 到 六 的 多 重 线 性 映射 . 
18、， 设 3S= (Su) 为 张 量 ， 令 T= Swi， 则 了 = (Tw) 也 是 张 量 。 
19。 通过 讨论 张 量 的 分 量 的 变换 式 ， 试 证 其 分 量 的 对 称 、 反 称 性 


己基 底 的 取 法 无 天 。 

20. 设 张 量 Th 关于 和) 上 对 称 ， 而 且 关 于 和，YvY 反 称 。 这 
时 和， 是 零 张 量 。 

21. 如 张 量 Tw,。 满足 

《uvo = 一 了 hvo= ~ Tiyovs 
Tiwot Two + To = 0, 
出 
(Ci) Thyvot Tivon + Taony = 0， 
(ii) Tipvo= Torn 
成 记 。 
22. 设 Wr 为 反 称 张 量 ， 则 对 于 前 题 的 人 ww。， 
av hvo= 0 
23. 设 cn ch 为 任意 张 量 ， 则 
bir = Qn + Gp 
boy 三 Chhy 十 Cu 十 Cu 十 Ghvn 十 Chhvy 十 @vh) 
都 是 对 称 张 量 ， 
Cr 二 Gin 一 人 Rh 
Coy 一 ChMhy 十 Ch 十 区 一 Gu 一 人 hv 一 Cvb 
者 是 反 称 张 量 。 

24. 如 果 对 于 任意 向 量 入， 张 量 cu an 满足 exaX xn = 0， 
auvxixuxv = 0, 则 前 题 的 Du = 0，brws =0。 特 别 当 ex Du 对 称 时 ， 
则 ec = 0, GQ;py = 0. 

25。 设 ci，b 分 别 对 称 ， 反 称 ， 则 gov= 0。 肥 之， 对 于 任 
意 对 称 张 量 ein，c'sxou=0 成 立 的 张 量 ou 是 肥 称 的 。 

26.。 张 量 的 缩短 是 从 张 量 空间 7.* 到 了- 的 线性 映射 。 

27. 关于 各 基底 给 定 ms 个 实数 S$*,,， 对 于 任意 对 称 张 量 17"*， 
如 果 Say = 是 向 量 ， 则 Suv+S 是 张 量 。 当 9 反 称 时 ， 
则 vv- ww 是 张 量 。 

28， 设 bg: 了 ->UVU 是 线性 映射 ， 当 *(t) 是 挛 的 可 微分 向 量 的 集 


时 ， 则 
(#0))= xt))) 


29. 设 5S，8 为 的 两 种 度量 张 量 ， 则 下 列 谷 题 互 相等 价 。 

(1) g=&, 

(ii) 对 于 任意 *EV，g(X%,，%)= 8g(%，%), 

30. 对 于 欧 氏 向 量 空间 的 任意 4%，7y， 下 列 不 等 式 成 立 。 

<x，7>| 志 zy ( 许 瓦尔 兹 不 等 式 ) 

31.。 如 %i，…， 2x， 互相 正 交 ， 线 性 无 关 。 

32。 设 {fe} 为 标准 正 交 基 ， 则 e,= axek 又 是 标准 正 交 基 的 充 要 
条 件 是 矩阵 4= (ei) 是 正 交 矩 阵 ， 

33. 在 x 间 里 ， 存 在 二 阶 反 变 张 量 使 得 关于 任意 标准 正 
交 基 它 的 分 量 恒 为 8% 

34， 在 二 维 数 向 量 空间 里 决 定 度量 , 使 el = (1，0)，e:= (1, 
1) 为 标准 正 交 基 。 再 求 关 于 基 说 eli=el=《(1l， 0)。，e =(《0，1)f 
度量 张 量 的 分 量 

35， 在 基底 变换 €,=@xe，。 下，9= det(gin) 的 变换 是 

g9= (det A)’9g. 
其 中 设 和 = (ax+)，。 

36， 试 证 9= det(gmx) 一 0， 

37， 对 于 任意 张 量 Ps， 182 = gxxgspTMa7oe0 成 立 。 其 中 只 
有 当 了 vv=0 时 等 写成 并 。 

38， 在 det4>>0 的 基底 变换 下 ，e .=37A vw 9 作 反 称 张 
量 的 变换 。 

39， 在 n 维 欧 氏 向 量 空间 里 ,六 ie1， e,}， {ei, E 分 别 为 任意 
的 标准 正 交 系 ， 则 存在 正 交 变换 中 使 得 b(e1)=e1， 中 (e :7 = e:. 


第 二 全 ”微分 流 形 


85 微分 流 形 的 定义 


例题 1 对 于 球面 9" (pk) (X11)? + 十 (%"+1)2=k?，k 汪 0， 如 

定义 UV,:(1=1，:…，。n+1) 为 
Ut= {Co"(k) Ix >0}, UT = {XC I (Ek) Ix 0} 

则 S*(k) 关于 相对 拓扑， 以 {U0,;*} 为 决定 邻 域 系 成 为 微分 流 形 。 

解 ”根据 拓扑 空间 论 知 3"(%) 是 连通 豪 斯 道夫 空间 。 以 下 讨论 
定义 5.1 的 条 件 (i)~(i11)， 

(i) VU={10:]i=1，*…，。n+1} 显 然 是 开 复 二 。 

(ii ) 例如 考虑 Ux,:。 在 R* 里 取 


开交 前 je 
ON) + + (XE " 
0+, .PpEUs, ->(X% (p), “9 9 
全 十 上 
x"(p)) EO 4 
则 6G, 同 肛 (图 中 的 正 旱 影 )， 图 2 


(iii) 例如 在 nz 上 考虑 。 
0 :1(X2)2 十 十 (%n+1)2<< 开 2 
0 :7 CO 
91+ 将 PEU+ 对 应 以 
0 +(p)= (Xp), 1 "+ (p)), 
记 1!=X2，…，%"=%"+!1!,，01! 是 局 部 坐标 系 p>{%*(p)?,，@ = 
1，…，71。 再 者 PEU n+ bio(0i+): 是 对 应 {xX"(p)}-> 
{Xp)}， 然 因 


x! = {kk2— (X2)2— … 一 (wr+1) 2 
={k2— (KX!)?:— ,,， (EX") 2 
故 时 ,10(91+)-， 由 
x! = {k2 (Xl)? 加 .2 ， 
X2 = 1 X= 1 

而 定 。， 可 见 是 ”级 的 ，。 

例题 2 ”关于 直角 坐标 系 X。Y，? 由 X%?+7y:+%?=k2 给 定 的 
球面 记 做 $2(X)。 通 过 北极 p,(0，0，) 与 S2(k) 上 的 点 p(x%,Y ,2)》 
的 直线 与 #7 平面 的 交点 俊 为 pP(4，2?).p,Pp 间 的 对 应 

0 .932(k) 一 { 人 Do ->zZy 平面 
称 为 以 po 为 中 心 的 极 射 影 ,由 例 
题 1 知 5S:(k) 是 微分 流 形 , 给 开 
南半球 0” 的 点 p 对 应 以 (4， 
2) 的 坐标 系 6 是 容许 坐标 系 ， 
以 下 证 明之 。 

解 VU，” 的 局 部 坐 标 系 是 
(x，7y)， 因 此 只 要 证 出 (x,y) 与 
(uw，v) 互 为 C” 级 函数 即 可 。 因 22 = (w oh), )， pop = (xz 
7y， 一 人 在 同一 直线 上 ， 故 存在 实数 a 使 得 apop’ = Pop 。 从 而 

(1) X = GUY = 00 ,=kK(1—a) 
代入 x?*+y?+z?=k2,。 求 a 得 


a= 2 f=u? + V2 十 下 


| -2 
(2) r= 2 Y= 2 多 二 k(u:+v? 六 ) 


f f 


代入 (1)， 则 &=x/e，2=yY/a， 也 是 ”级 。 
例题 3 考虑 前 题 中 的 $2(X)。 设 Tz 为 通过 po(0，0，A) 的 切 
平面 ， 又 设 p'(4, v, 上) 为 通过 原点 0 与 开 北 淮 球 Us! 的 成 P(%， 
yz) 各 直线 与 区 的 交点 。 文 肝 0, p>(u, 2) 的 笃 标 系 是 容许 然 
一 
解 因 Cp =(X%，、7Y，z)， 
一 -一 > 
Op =(x 2 8X) 在 同一 直线 / 
上 ， 故 有 实数 ! 使 得 
X=lu, y=1lv, 2=1k, 
因 X%2 十 Y2 二 52 二 5 故 
k 


一 


所 
Ed wh 
a 


gO 一 ”~ 


图 4 


于 是 得 
ku kv 


= CO 
WW uto2+k } A 12 十 22 十 无 2“ 


kk 2 


“ 二 和 (ke’ 一 如 2 一 y2) 


1=— 


因此 


也 是 C” 级 。 
6 切 空 间 
例题 1 对 于 n 维 微分 流 形 M"， 考 虑 以 有 的 各 点 处 的 切身 


量 为 元 之 集 : 
THM= UT,(M)={XIXET,(M), pEM} 
Pe 


定义 对 应 x，7M-_>i 为 
AET (MCITIM->n(A4)=pEM 

称 为 从 了 了 族 到 用 的 射影 。x 是 将 向 量 对 对 应 于 其 支点 ， 显然 是 在 上 
对 应 。 在 x 下 p 的 整个 逆 象 是 r '(p) = 了 T,(M). 

设 和 三，9，0QO，x*} 为 叶 的 局 部 坐标 ， 又 设 PEU， 则 XET,(M) 

说 明 : 


故 对 于 TM 的 元 了 臣 ， 决 定 2 个 实数 {2*(p)，7}。 反之， 如 给 定点 
PP (从 而 2 的 坐标 ) 与 n 个 实数 六 ， 则 由 7(3/3**)。 决 定 一 个 向 
量 冬 ET，(M)。 故 
yx-1(U) >OxR 

XENiU) {tA FT) 7} 
是 一 一 对 应 。 我 们 规定 以 : 

{ni1(U), ¢, OxR", {x*, y*}} 
表示 之 ， 

人 们 知道 ， 眼 据 如 下 定义 的 拓扑 ,7 变 为 连通 豪 斯 道夫 空 闻 。 
PE{UVU, O00，X*},， X=7(9/9%*)。 时 ,在 R" 法 的 任意 名 记 为 
O/， 

4~1(0 xO’) Cn-1(U) / 
称 为 斑 的 令 域 。 总 之 ， 坐 标 {%*，7*} 相 近 的 点 就 认为 相近 、 定 义 这样 
拓扑 。 特 别 是 : 
gy~1(O x R*) = ri 

作 上 述 准 备 后 ， 证 明 以 下 事实 ， 

设 品 = {40,} 为 M" 的 决定 邻 域 系 时 ， 则 7 具有 以 {x (0,)} 
为 决定 邻 域 系 的 22 维 微分 流 形 的 结构 。 

解 “ 讨 论 定 义 5.1 的 (1 一 (1 。 

(i) fr) 是 TM 的 开 复 盖 。 这 是 因为 ， 根 据 定义 各 
xD) 是 开 集 ， 再 设 了 ETM 为 任意 的 元 ， 则 存在 VU; 使 得 x( 球 》 


EUi， 故 存在 YEx-1(00)) 的 x-1(U,)、 
(ii) 在 TM 里 定义 着 拓扑 使 得 OxR" 为 R** 的 开 集 ,4 为 一 
对 一 ， 而 且 是 同 胚 。 
(iii) 设 rnrICD) 羡 GO， 则 nsg。 关 于 TU， 
zi}，{fLi，x0}， 下 Er)na-I(i) 具有 


9 
i 


的 形状 ， 故 在 {r (iD)， {2*, 7y*}}, {Y (U,), {1%, YY 全 之 间 有 
以 下 LC” 级 函数 关系 ， / 
x 一 X(T), y= 7 yt ( 1 ) 


9 
x 一 了 一 yh 


注意 1 这 样 定义 的 微分 流 形 TM 称 为 履 的 切 从 空间 。 在 t 下 
x "(UVU) 与 U xR" 同 肛 ， 故 局 部 地 TM 可 看 做 直 积 微分 流 形 UV x 
Rr 
注意 2 令 7!1=x"t!，.…，y"=%*， 将 决定 坐标 系 {Xr*，y*} 记 
做 {% 人 个， =1,…,2n。 用 这 种 记号 ， 举 标 变换 (1) 变 为 下 列 形状 。 
X= (xl1， 0 
Nth 一 YA 天 nti(Y1， 和 y 1 y") = f "+ x4) 


而 茹 数 行列 式 为 


dX ax | dx 1 
DXA4 )= dXr 97 oxt | 
一 人 = | 
OX 97 37 人 | F277 Ax | 
oT dytr ) pp dP 3 和 | 
TM 的 自然 标 形 的 变换 规律 如 下 式 所 示 。 
9 _ 9X” 9 ax/t 9 2x/ 9 
di Ix N74 dm dx axldxe dy 
9 07 x4 / Am aye 


咯 


37 求 量 场 


例题 1 如 (1，1) 阶 张 量 场 $ 在 任意 的 点 了 恒 满足 
S(F, u)= (RH, Uy, FET,, LET,* 
则 关于 任意 自然 标 形 的 分 量 是 3+。 反 之， 关于 任何 自 然 标 形 存在 以 
3. 为 分 量 的 张 量 场 。 
注意 ”此 张 量 场 称 为 克朗 纳 格 的 德 吓 他 ， 或 单位 张 量 ， 以 2 记 
之 。 
解 ” 设 S$， 革 ，v 的 分 量 为 Sh，&*，w， 则 
S(X, u)=S(E9/9r, Udxt) = EW S(3/9r*, dxt) = Eu, St 
(CE, LU) = DCMNKCE 3/3X ) 一 LE 
帮 得 
EO ~ Or)=0 
对 任意 实数 如 ，u 成 立 ， 因 此 = 95%。 
“ 反之， 关于 各 目 然 标 形 考虑 +， 设 
| Sr = Xu, Ss = 8u8 
内 


成 立 ， 故 ex 为 张 量 的 分 量 。 
例题 2 设 下 = 有 3/3a 为 于" 的 向 量 场 ， 那 末 在 《 旭 的 各 决 
定 邻 域 里 ， 以 / z 


E*, Er ye 
为 分 量 的 向 量 场 达 是 TM 的 一 个 向 量 场 。 


注意 “三 =(84) =&9/3x*+E"+19/3y* 称 为 于 在 TM 上 的 开拓 . 
解 在 7M 的 决定 邻 域 系 的 坐标 变换 是 


-pA 


(参照 S 6 例题 l ) 各 设 


Fr. 入 a 9E7 | a 08 
(E’ ) = (&’ » y” 2 ) (E23) = 人 9 dx 


只 要 证 出 


Eb ds 


5 = — 8- E23, A= 1， "sy on ( 1 》 
成 立即 可 。 
在 (1) 里 当 4=A 和 的 情况 。 
3XA op aX AOX dX/ 
右边 = x xn ay+ "= OXt 
因 (5*) 是 屠 " 的 向 量 场 ， 故 
dx’ 3 
re 
成 并 。 
其 次 ， 在 (1 ) 里 当 4=n+A 的 情况 。 
A XAr+A Bp 了 和 PTA OX/r+A J 
右边 = pa 
-93X aEp 十 92 st ~ a0 .92 Er ) 
9 Xhoxo oxt 日 和 5 0 Xr PE diy 
六 yo 08 一 全 9X 9 一 / 385 Enti 
dX’ dX° 0X7 9XA 
仍然 成 立 


38 微分 映射 


例题 1 如 5 是 张 量 场 ， 则 @(3S) 也 是 张 量 场 。 
解 证 明 S 为 (1，1) 阶 张 量 场 的 情况 。 令 @(S) = 了， 因 $ 为 微 
分 同 胚 映射 ， 故 可 选择 三 =$(P) 的 邻 域 的 坐标 系 使 得 在 下 对 应 


点 具有 相同 坐标 。 这 时 ，Z2(P) = Sn( 万 ) 成 立 。 关 于 坐标 变换 1{%*} 
->{xz}+， 在 五 的 邻 域 里 也 作 相 同 的 坐标 变换 ， 则 在 中 下 关于 {%” 
对 应 点 也 有 相同 坐标 ， 故 LX(P) = S34(P) 成 立 。 因 此 得 


9 Xr dx° 


Tp)= S/H(p)=— xB 一 3 77 一 S of (Pp) 
ox/H dX 
= 9 TCp) 


于 是 知 Tr 作成 张 量 场 。 
例题 2 试 求 zx， 及 ->M" 的 微分 映射 。 
解 ” 因 为 x，{**，7Y*}>{X*}， 所 以 


9 9x* 3 
a a7)= 9X4 dX*? A=1, *…, 2n 


其 中 x""=y* (参照 $6 例题 1 ) 。 
然 因 入 与 yx 无 关 ( 即 使 7 改变，** 也 不 改变 )， 故 3%*/93x"*+ = 
3x*/9y+ = 0。 因 此 


9 )- 3 ( 3 )=0 
wl ort axe? oye/ 


注意 ”对 于 TM 的 向 量 场 &43/3%4, 在 T 朋 的 各 点 ma(549/3%4) = 
EAra(9/9%4) = 3/3%*， 但 它 在 型” 上 不 一 定 作 成 向 量 场 。 原 因 是 ， 
一 般 地 说 54 是 *,，7 二 者 的 函数， 因此 上 不 是 由 弄 " 上 的 点 唯 
一 决定 。 


3 微分 、 


例题 1 对 于 映射 $9， N"->MM" 与 Ne 的 向 量 场 下 ， 了， 如 
(下 )， 和 (了 ) 是 向 量 场 ， 则 下 式 成 立 。 
[$* (入 )， 中 (了 )] =a([ 于 ， Y )), 
解 设 中 X*= XY°),， A=1, ,ns G=1, 7 
= E90/9y°, Y =7°9/97y°, 


一 21 一 


el)= E93/9x, bal(Y) =n/3/9% 
则 


EA 一 -3 3 nA 一 9 和 na 
dy “ 


根据 假设 bs( 广 )， po 是 M" 的 向 量 场 ， 逆 5 2， 都 是 {2z 的 
国 数 。 因 此 38727/axa 有 意义 ， 


因为 
一 9m < 的 全 95 9 
人 三 ， 7 =(E 377 nn yr ys 
所 以 
J /Eon _ ,985Nor 9 
中 人 ([ 下 ， Y= (bel Byo 375 3 
为 一 方面 
一 a 9 nfs OE 0 
[bs (下 )， bel(Y)]= ( x n 一 3 均一 3 
=( 8 0 和 Xe nm 0 和 3985/) -2 
37"” 3 和 ”7 Xe /ax 
然 因 
on _ Xe nA 
dy° 9y? Ox: 
等 成 立 ， 故 


-( ， on 385 人 ) 3 
\” 9y° dye /9x 


| A OX ne ) - a 3 5 0 
= nn -一 ~- 一 让 - - 
7 dX! 


(am 22 
907 dy /9y? dx’ 


= 中，([ 丰 ， Y )) 
例题 2 如 在 各 坐标 邻 域 {U0，x} 里 定义 的 实数 值 函 数 (x) 在 毕 
标 变 换 {Xx*}->{x +} 下 恒 满 足 


1 9 
F(X) = (4 ,, 2 ) "F(X), 4 ,= det ) 


ox/t 

时 ， 则 称 为 权 太 的 相对 数量 函数 。 

关于 章 * 上 的 权 六 的 相对 数量 冰 数 居 ， 试 证 下 列 (i)，(ii)。 

(i) 设 b Ni" 是 微分 局 胚 映 射 ， 局 部 地 是 

入 三 My) 
定义 由 让 为 
(bP*F)CY) = (4,,,) "F(X(Y)) 

则 4$*F 在 N" 上 是 权 六 的 数量 函数 。 

(ii) 设 { 小 为 1 的 单 参数 变换 群 ， 则 天 的 李 微 分 


£ xF = (rb) 
由 下 式 而 定 。 


CxF= FF+NF 395” 


dX° 


其 中 下 = ( 刀 ) 是 {中 ,} 诱 导 的 向 量 场 。 
解 (i) 首先 验证 可 无 矛盾 地 定义 9* 下 ， 设 X= Xx?(X%) 是 届 * 
的 坐标 变换 ， 则 
4、 = A yd,y 


Li | 


故 

(IS PON = CA NA MEX) = (4,,,) "Fx) 
因此 由 在 与 MW* 的 坐标 系 的 选 法 无 关上 有 意义 。 其 次 设 y 人 = 
yy) 是 N， 的 坐标 变换 ， 则 

(BEFYCY) = CHA, NF CX) = C4, "(A,,y "F(X) 

= (了 yy "(OP*F)(Y) 
”成 立 ， 故 4e 在 W 上 是 权 WW 的 相对 数量 疯 数 ， 
(ii) 因为 下 是 好 小 诱导 的 向 量 场 ， 故 设 
qb,: %'= %*(X,t) 


则 如 = (3W*/34),-。。 其 次 计算 PxF， 则 


一 23 一 


2x8=( Fe) =[ {AF ) 


ox* 9F 945 _ 
— (A , Nm +N py N=1 <P 
CA) cy + NCI) cD) 
钴 疝 在 i= 0, (A3,x)1-o0=1, 必得 
加 , 9F 9A 5, x ) 
~ azr + NACX) ( 9t J,-o 
因此 证 出 
9 3, x _ 9E° 
23: -0 9Xc 
印 可 。 然 因 根 据 下 述 注意 知 
045,x/9t 9 和 9 ( dx° ) 
Ar 87 9t \ dx 


成立 ， 故 在 t=0 


at ,m0 \ dx) CDXa 


注意 半 阶 矩阵 4= (aw*) (和 是 行 ) 的 行列 式 a 由 


一 ~ S17 Mg 
a= detA=0;, .Gin Qn 


而 定 。 其 中 81 是 排列 1，…， 和 ,的 符号 (参照 习 题 一 第 38 


题 ) 。 设 4 是 从 4 去 掉 和 行 与 列 剩 下 的 (rn 一 1) 阶 子 矩阵 的 行 
列 式 。 义 设 4 的 各 元 素 er 是 t 的 函数 ， 对 1 的 导数 以 ^ 表示 
之 ， 则 


ss 形 | 
CE/ = 0 oa, (CD)7C 2 n+ OX 2 a (a, 2 ) /+ C An 


二 A Gn) (1) 
此 外 ， 行 列 式 关 于 第 一 列 展开 


bj 


le 入 A, 入 
0 .a,b '0， “0 G0, ”一 


bs Go 网 呈 Cn 
= 20--D2L 2 十 …，， +( 一 1)n+1pnLf "= 》(《 一 1)X+1D8Lf 


和 =1 
成 立 ， 因 此 特别 当 2 = (se )” 时 得 
n 十 了 
3， (Zi JasinGr n= D(C~1)+ti(a.*)’ A, 


A 二 1 


因为 (1 ) 的 右边 各 项 都 可 得 到 相同 式 子 ， 所 以 
Ga/ = 》 ， (a .*)/( _ 1)*+14 十 . 十 2, (Ci)7( 一 1)x+nL1 ， 
一 >, (a.*)/(— 1)**r ,A ( 2 ) 
今 设 4 为 正则 乍 隆 ， 又 设 4 的 送 矩 阵 为 B= (5%)， 则 
(一 1 4 =ab CX， 不 求 和 ) 
成 立 〈 获 曼 几 何 p.9 的 注意 ) ， 故 将 上 式 代入 (2 ) 消 去 Lu 可 得 


a 


og 一 (au.*)’b,r ( 3 )》 
当 Gr" 为 YX ， 9 YX” 的 函数 时 间 理 下 式 成 立 ，。 
adetA/9x" 9a ，， 
detA | gx (4) 
特别 是 au: = 33w*/3%x+ 时 ，bx* = 3xt/35， 故 得 下 式 。 
dAs,0/9X 9 和 39 / 9% 
a i ) 5) 


$10 黎 曼 度量 


例题 1 考虑 二 黎 曼 空 {MM". g}。{ 有 以 ;:，8} 的 直 积 微分 流 形 
M"= MM'x M:，(n=r+s) 《参照 习题 二 第 1 题 )。 在 (pp，9)E Ms 处 


的 切 空间 了 .与 了, (M') + 了 (MM;:) 同 构 (参照 习题 二 第 5 题 ) ， 
将 这 些 等 同 起 来 ， 则 起，Y CET,s 可 唯一 地 写 做 
下 = 下 ,十 是 ,， 了 = 了 ,十 了 ， 

KX,, YET,(M'), X,, Y,ET(M:) 
的 形状 。 现 在 如 根据 

GA, Y)=g(A,, 了 )+g(4 Y,) 
定义 | l 

GT oy XTo, wR 
则 G 为 (0，2) 阶 张 量 ，{M 术 "。CG} 变 为 黎 受 空间 ， 
设 前 '"， 有 用: 的 局 部 坐标 为 {% 他 ,5=1，…，T; {XQ=r+1， 

…， 7 则 2， =1， …， 7 是 衣 * 的 局 部 坐标 ， 而 G 的 分 量 人 Gs 
册 


G;,=8ij Gio= G6; =0, Cop= go 
而 定 。 
注意 ”这 样 的 歼 曼 空间 { 术 "”，G} 称 为 直 积 黎 曼 空间 。 其 线 素 是 下 
列 形状 。 
ds? = pg,, (xdxidxi + g(x dX dx 
解 ” 因 {3/3%*} = {93/93x!，9/9%" 是 了 ,os 的 自然 标 形 ， 故 由 Ci 
=G(3/9x**，9/3%+) 得 G 的 分 量 / 
G,;,=G(3/93%!, 3/9x%!)=g(9/9%', 3/9%i)= gi; 
G. =G(9/3xi, 9/9x%°)=G(9/9%:+0, 0+9/9%X°) 


=g{(9/9xi, 0)+ g(0, 3/93%°)=0 * 
Go= G(9/93%, 9/9%)= ob z 
显然 6G 是 (0，2) 阶 对 称 张 量 场 。 又 因 g，B 是 正定 的 ， 故 ， 


G(X, 及)=8( 下 1， 有 + 区 (和 7) 盖 0 
成 立 ， 等 号 只 在 &8( 陡 ,， 了 了 )= 8( 蕴 ,，X,)=0 即 =0 时 成 江 。 
例题 2 关于 E: 的 直角 坐标 系 xy,z， 由 
X= (4+bCO8V) COSU, Y = (G+ cos2) Sinu 
z=bsinv, a >b>0, 2x>u, 0 二 0 


《、 | 
+ " 


J 


师 


给 定 的 曲面 7* 称 为 环 面 (与 黎 曼 几何 $5 的 例 4 同 胚 》 。 关于 开 
的 局 部 坐标 & =&，w” =z 诱导 度量 由 下 式 而 定 ， 
gu= (G+LCOSv)*, g1=0, 8 =0? 

8" =1/géu, 8"”=0, 8 =1/gs 
解 dxz= - (a+bcosv) sinudu -bsinvcosudyv, 
dy = (a + bcosv) cosudu -bsinv sinudv, 
dz = becosvdv 


(dX) + (dy)’: + (dz)’ 
= {a+bcosv): (du) + (bsinv) (dv) ?+ (beoso)? (do) 
= (8+bcosv) (du')? + 62(du?)?. . 
从 (du )"，duidu*，(du*)” 的 系数 可 得 ga。 


图 5 . 
注意 ”给 定 的 人 在 £*? 中 是 图 5 的 形状 ， 参 数 w,，w 如 图 6 所 
取 。w,2z 在 0 二 4 二 2x，0 瑟 v2<<27x 的 范围 内 是 局 部 坐标 系 (是 开 集 ， 
与 有 2 的 正方 形 内 部 同 胚 ) .又 因 在 - r<<z<<r, - r<<y<r 上 也 是 局 部 
坐标 系 ， 故 gu，8” 等 即使 在 ?=0 也 正确 。 在 考 碟 其 他 曲面 时 也 可 
作 这 种 注意 。 
例题 3 关于 TM 的 决定 坐标 系 1% 仿 ,分量 为 


一 27 一 


人 三 如 May“ Na+s=0 
的 共 变 向 量 4 在 TM 全 体 上 作成 共 变 向 量 场 (参照 $6 例题 1 ， 
37 例题 2) 。 
解 TM 的 坐标 变换 {* 分 一 {x*/ 全 是 


bad 一 X(TX) yt ~ 3x yt 
” 93 和 
的 形状 。 今 1 =8Aay' 9 二 0， 能 证 出 nm4， mn 4 满足 
DY%Z / 
六 4 三 “ara | B 
即 可 。 
当 4= 和 时 ， 右边 是 
dx DYXA drt 
Di i: x 二 3 用 /By 4 
dx 3X/8 
x 人 dre ) 二 有 ay = 
当 4=n+ 入 时， 注意 97/ /ay = 0， 虽 
pd »bp dds 
/2 = Ny = 0 二 六。 


9Wn+h) 37y; 


故 m 是 了 到 上 的 整体 共 变 向 量 场 。 


习 题 一 


1， 设 型"，Ww” 为 微分 流 形 ， 它 们 的 决定 邻 域 系 分 别 为 
{0;, Ui;, 0O;, Xi {%;, V;, 0;/, 7;°} 
现在 定义 
6, XxXw, VU, XxXV,—0,;x 0O, 

为 

/ (0; x wi)(p,9) = (0,(p), wi(9)) 
则 硫 *x NN” 变 为 以 {4; x 0;， U, xV,, O; x O;, {x 7;°}} 
为 决定 邻 域 系 的 微分 流 形 。 


2. 在 球面 9 (kt) 上， 将 其 宣 径 对 点 x%= (3%1，…， 和 n+1) 与 -%/ = 
《一 %，…， 一 %"+") 看 做 一 扩 而 得 点 集 称 为 1 维 射影 空 间 . P"(%)， 
根据 微分 流 形 3"(%) 的 结构 《参照 3 5 例题 1)》 可 使 “(卓然 地 成 
为 微分 流 形 。 试 述 理由 ， 

3. 如 拓扑 空间 的 任意 两 点 可 用 连续 曲线 连结 之 ， 则 空间 称 为 弧 
连通 的 。 试 证 〈 连 通 的 ) LC” 级 流 形 是 弧 连 通 。 

4. 设 1f,g 是 在 Pp 的 邻 域 里 定义 的 沙 数 ，XET,(M),，a,. bE 
RR， 则 下 式 成 立 。 

Alaf +be)=aAj tohg, A(fe)= (Xf )e+f Xeg. 
5. 对 于 直 积 微分 流 形 MM"*xN”， 试 目 然 电 定 义 同 构 对 应 
TA(M)+TN)->T ,,,, (Mx WN) 

6. 对 于 切 从 空间 TM， 

(i) 射影 r: TM->M" 是 L” 级 映射 。 

(ii) AM" 上 的 向 量 场 对 是 

下 .出 "-~>TM，x. 了 他 = ( 恒 等 映 射 》 的 鼎 射 。 
7. 关于 曲线 c:**=2*(t)，d?x*/dt? 在 坐标 变换 下 不 满足 向 量 
分 量 的 变换 规律 。 
8. 在 {UVU，x*} 里 ， 丽人 和 则 
X= 《dx*,， 了 > 
9. 由 向 量 场 = goa w= mdX 的 分 量 作 成 的 38*/9%t， 


3u/3x+ 不 是 张 量 场 的 分 量 。 但 -< 败 - - “zk 是 张 量 场 的 分 量 。 


一 3 dX4 
10. 关于 衣 *” 的 坐标 邻 域 的 一 开 复 盖 VU， 如 坐标 变换 总 是 
X= XN, XN) 7 一 7， 
MX/a = x/o( Nrtl, ..., 7x"), G=r+1,", n 


的 形状 ， 则 关于 了 1 的 各 坐标 系 ， 以 


i 
(4 ) = (Wo 。 


为 分 量 的 张 量 在 以 " 全 体 上 作成 一 个 张 量 场 。 


注意 。 这 样 的 张 量 场 4 称 为 局 部 本 积 结构 (或 给 定局 部 屠 积 结构 
的 张 量 ) 。 

11。 关于 任意 张 量 8，7 与 c，DE 民 ， 

(i) GosS+p7)=aG(S)+pD0(7)， 

(ii) @(SL)=G(S)007)， 

(iii) 中 与 缩短 可 交换 。 

12、 设 民 的 目 然 标 形 为 4/dt， 则 关于 到 的 曲线 6， 

ce(d/dt)= 

13、 如 dN—>M, vy:M-—P 是 微分 同 且 映 射 ， 网 @=®Bo¥ 成 
立 。 其 中 日 是 从 6=o 中 诱导 的 张 量 空 间 的 同 构 映 射 。 

14.。 如 定义 i 以 '->TM 为 i(p)=0E7T,(M),。 则 i(M") 是 TM 
的 维 曲 面 。 

15。 汉 


9.4 =7 -一 ~ ET,(M)->(y!,, 7)ERRs 


为 唯一 的 坐标 系 {90， 7 Ra，7， 则 切 空间 了 ,(M) 是 a 维 微分 流 
形 。 改 可 考虑 在 下 E7,( 型 ) 处 的 切 空间 Tx《T,《 赣 ))。 对 于 了 ,《 骸 ) 的 
曲线 

AA(E)= +itY, A, YET, (M) 
今 


Sx(Y) = 和 人 ) = i (0) 
则 (fx 是 同 构 映射 ; 
Sx:T,(M)—>Tx(T,(M)) 

注意 ”这 样 定义 的 微分 流 形 To。(M) 是 《86 例题 1 的 ) 切 从 空 
间 TM 的 nn 维 子 空间 里 具有 相对 拓扑 者 。 寺 x 称 为 标准 同 构 映射 。 
直观 地 讲 是 平行 移动 。 

16 .映射 由 ,Wr-> 开 "的 微分 有 映射 5 是 从 切 从 空间 TN 到 型 的 
了 映射 

Tur = orm 


成 立 。 其 中 rw，xw 分 别 是 TAH， TM 的 射影 。 
17。 关于 数量 应 数 ，Z xf = "2 人 =f. 
18. 关于 自然 标 形 ， 


19.， 作 坐 标 变 换 验 证 向 量 场 了 ， 了 的 交换 子 积 [了 ， 了 Yj) 也 是 向 量 
场 。 

20. 关于 向 量 场 了 X，Y，。，Z2 与 数量 函数 /， 下 式 成 立 。 

(i1) CCX, Y=~-[Y, XX 

(ii) CCX, YY, ZI)+[CCY, 2), FI)+CICZ, XI), Y)=0. 

(iii) [Cf4, YI=fC4, YI-(Yf)X. 

注意 ” 设 关 于 向 量 空间 六 给 定 多 重 线性 映射 bp: 太 x 丰 一 六 。 规定 
以 [和 了] 表示 (和 ， 工 )。 如 果 它 满足 上 记性 质 (i)，(ii)。 就 说 了 
关于 中 作成 李 代数 ， 微 分 流 形 肤 " 上 的 向 量 场 的 全 体 关 于 由 李 导 数 定 
义 的 交换 子 积 C ，] 作 成 李 代数 ， ， 

21. 在 向 量 场 卫生 成 的 单 参数 变换 群 仲 ,} 下， 向 量 场 Y 的 积分 曲 
线 恒 变 为 积分 曲线 的 充 要 条 件 是 fxY = 0， 

22、 克朗 纳 格 的 德 耳 他 了 = (6,*) 关于 任意 向 量 场 天 的 李 导 数 是 
0:， 上 和 xf =10。 本 

23. 李 微 分 是 微分 算 子 。 即 关于 任意 张 量 8S，7 与 cp0ER 民 

(i) Yx(cS+pb7)=aexS+pCxT， 

《ii) ¥xST)= (Fx)T + SYxT. 

24. 李 微 分 与 缩短 可 交换 。 

25. 讽 [ 和 全 z y= Lxky- Lyx 风 ] 

和 Cx,y) = [CE£ x, fy 

26. 设 = (pw ) 是 (1，1) 阶 张 量 场 ， 则 决 定 对 应 

h.F=(E)->hh = (hr) | 
现在 设 hi， 5 都 是 (1，1) 阶 张 量 场 ， 对 于 任 党 的 同 量 场 X， 了 定义 


{A， 人 为 
{h ECORY)=(1/2) CRECA, YI + RCR ,YI+ CRE, ET 
t+ [CkRhY)— hc kYY— EkCX, RY) 


— hckE,YI—kChR ,了 ]) (1) 
这 时 可 写 做 | 
{hk} (XY) = NO REnN or (2) 
其 中 NCh,k)W* 是 由 下 式 给 是 的 量 。 
~ oo Ok 。 9h »。 Oh 
NO RM = Me fh oe th oe 
he 3h he (oe 2 ) 
”oxs ~ \ 3x 9 和 


_ he 90h ) 


9X Xt 


其 分 量 。 特 别 当 有 = 时 得 
{h,hiCX,Y)=hCR,Y)+ChE,hY) 


— hiK,hY)— hhY ,Y) (3) 
其 分 量 记 做 VOC),w*， 则 得 
cc pe oh ;ah .f/f 9h, oh,e 
NO = hae he ae be (Ba) 


称 此 张 量 为 这 因 变 斯 (Nijenhuis) 张 量 . 

27 {hrk,h+rk}= {fh,h}+2{fh,k} + {Ek,k} 

28. 关于 任意 的 互 ， 了 ， 

(SF pxh—hs xh)Y = {h,h}(T,Y) 

成 立 。 式 中 左边 表示 在 ( ) 中 的 (1 1) 阶 张 量 下 了 的 象 。 

29. 在 E" 里 ， 关 于 直 交 坐标 系 分 量 为 au 的 度量 张 量 go 关于 
平行 坐标 系 的 分 量 是 常数 ， 

30. 在 黎 曼 空间 的 一 点 了 存在 局 部 坐标 系 使 得 ga4(p) =ox。 

31， 设 &8，& 分 别 为 微分 流 形 好 "的 黎 曼 度量 ， 则 g/g 为数 


量 困 数 。 其 中 设 g=det(gw)» 9 = det(g/\), 
32. 半径 的 球面 S*(k) 上 的 诱导 度量 在 Vi, 上 由 下 式 决 
定 〈 参 照 8 5 例题 1 ) 。 
- Xx Xxe 
B06 = Oo Ar ™ 0 十 Ri) CN) 
33， 关于 于: 的 直 交 坐标 系 %*!:，X:，X3，%+。 由 
x! = COSU!, := Sinzl ， 
0 和 , U2n, 
x3 = COSU2， x+ = Sinz2 ， 
决定 的 二 维 曲面 〈 与 3 10 例题 2 的 环 面 4” 同 肥 ) 上 的 诱导 度量 是 
diS2 =(〔dLL)2 二 (ELE2)2 


第 三 草 ” 黎 受 空 间 


$11 平行 性 ” 
例题 1 关于 自然 标 形 X= 9/3， 下 式 成 立 。 
PX 得 ， 
解 因为 = = 6x 2s， 所 以 XX; 的 分 量 为 6"。 《固定 


入 来 考虑 ) 。 辣 | 
PY = 5 5。 + 了 pm )- 


代入 Er = 0,°, n= O° 


9 
例题 2 道路 和 = 和 (关于 任意 参数 了 是 
dx" 2 dxt CNY 
TD (1 


类 型 的 微分 方程 的 解 。 
解 ” 关 于 仿 射 参数 上， 道路 是 


dx ,Gxt LEX 


de de (2) 
的 解 。 将 
dn dn de den dn (de) de der 
dt dr dt ’” di: dt \di dt dt? 
代入 (2 ) 得 
。 仿 射 联络 不 银 设 对 称 性 ， 


dx rns drt dx _ _ di? dx 
2 "dr drt dr dr 


变 成 (1 ) 的 形状 。 
反之 ， 给 定 (1 ) 式 时 ， 使 用 满足 


dT / dt 
dd d/l dr 

“(= CS ar (3) 
(ar \dr/ dr 


的 t， 则 (1 ) 变 为 (2 ) 的 形状 。 
可 见 ， 求 (3 ) 的 解 得 仿 射 参数 
:= ce ar + e, | 
例题 3 设 和 ， 了 为 于" 的 向 量 场 而 且 六 ,六 0。 通过 PP 的 于 的 


积分 曲线 以 c(5) 记 之 ， 沿 c 从 点 c(t) 到 p=c(0) 的 平行 移动 以 cy” 
记 之 ， 则 


(VxY), = lim -Cer Yo ~Y,) 
成 汇 。 
解 固定 ! 汪 0,， 设 2 为 将 Yo 从 c() 平 行 移动 到 cl(s), 在 
0 过 st 的 汇 围 内 得 到 平行 问 量 场 。 特 别 是 
=c YET,(M) 
Z， 了 分别 可 写 做 
- 9 | ~ ms) 9 
Zoo= 避 Cs 人 DA ) 9 了 .co = 1 Gs) ( 9 万 ) 
的 形状 ， 从 Z 的 作法 可 见 5*(s) 满 足 


EX(1) = W(t) (1) 
dt dwr rr 
Te 0 (2) 


A 
(2) = C0) +i1( oe) » 0<i*<t (3) 
j=i 和 ee 


ds 
故 从 (2)，(3) 得 
1 1¢. dca 
OM = DS ) -rot 


一 
一 eC) 一 全 (0) + [,, ee) : 


邻 i>0， 则 从 (1) 与 (二)->(0) 得 


m LE — Nn 一 dy IT dx 
lim 3 (6*(0) — (0)) ( 凶 tT SE) 


例题 4 如 张 量 场 hx" 在 MM* 的 各 点 作成 的 矩阵 豆 = (hr*) 正 则 
时 ， 则 称 为 正则 张 量 场 。 正 则 的 hb* 在 各 点 决定 同 构 对 应 ， 
H,T,(M)->T,(M), KF=(E)->H(X) = (hk°) 
现在 设 人 = (hk*) = H"*， 由 
PxY = K(xH(Y)) 
定义 了 。 这 时 试 证 以 下 各 命题 . 
(i) 了 在 导 * 上 给 定 一 个 仿 射 联络 工 ， 而 且 
T=, 十 aa 
成 立 〈 称 为 由 工 经 六 变形 而 得 的 仿 射 联络 》 。 


( 1) Piha = Er"(V hh 
寂 一 一 
(111) P= (1/2)CT A 十 工人 


一 工 ，， 十 (1/2) keV 2 
也 是 仿 射 联络 〈 称 为 关于 h,『【 的 平均 仿 射 联络 》. 
(1v) 如 HH?Y= el， (= 圭 1)， 县 
hh = 十 5 
成 立时 ， 则 
率 
Ap =0 
解 (i) 计算 不 (VxH(Y)) 的 分 量 得 


人 ,nr) 


= hE — mh 


Ay 


= 二 ko i ,一 + Dh, 让 EE 


Tr, -hs 


于 式 中 仿 
Th ') 


经 整理 可 得 : 

开 < -e+ ,he 
因 和 7 ;hr 为 (1,2) 阶 张 量 场 ， 故 荆 % 也 是 仿 射 联 络 (参照 习题 三 
第 5 题 ) 。 

9h," 


( 11) Dh = 一 + Dh, 一 下 站 天 


= Pah 十 ak( 了 大 sa) 天 se — Kae (Ve) hor 
= 大 (sc ) he 
(111) 显然 。 
(iv) 在 H*= el 的 两 边 乘 以 天 得 并 =s 并 即 k= eh 
又 因 harh* = eb 成 立 ， 故 求 共 变 导 数 得 
hrV he + (Vs ho) he=0 (1) 
因此 由 (ii) 与 (1) 得 
Dh = ehr (Phe) hy: = 一 eV hr ) hohe 
= ~ ph, 
yh tt + he Th 
= (1/2) (V7;h, 二 PR) = 0 
注意 满足 HH? = 了 而且 HI 的 也 称 为 概 乘 积 结构 ， 满 足 H? = 
-了 的 豆 称 为 概 复 结构 〈 给 定 概 复 结构 的 张 量 ) 。 
例题 5 关于 仿 射 联络 空间 4 ”的 切 从 空间 了 4 的 决定 邻 域 系 


一 一 27 一 -一 


(参照 86 例题 1 ) ， 在 7 及 的 各 点 的 25 维 切 空间 中 ，m 个 向 量 


8 ;,) = i 一 上 ,< Y* ye 9 入 二 1] ,+ ,7 
张 成 的 严 维 平 面 称 为 水 平面 


(i ) 在 坐标 变换 {XY,y*}->{% 人 ,y 4} 下 
9%/t 
成 立 〈 因 此 ， 水 平面 与 局 部 坐标 系 无 关 地 决定 下 来 ) 。 


(ii》 TM 的 曲线 “(4), 4=1,…,2n, 的 切 向 量 恒 属于 水 
平 贸 的 条 件 是 


/ 
B’, 


d dx* ~ 
人 | 0 Ly*=0 


《这 样 曲线 称 为 水 平 曲 线 ) 。 
解 (i ) 在 x4=1X*,y*}->%/4 = TXT 下， 


TM 的 自然 标 形 
3/3x4 变化 如 下 《参照 $6 例题 1) 。 


9 OX 0 a2 Xr 9 
Ix Am dxm + dntaxe 7 dy 
3 9x 3 
By ax 3y 
因此 得 
2 9 
B.,;,) 全 ax 入 ey 9y° 
dX 9 82 和 人 dr/ 
一 . 十 -人 _ Y i 1 ,® ye 9 
XA Ox/t 9X*dx° dy’t . 3xa dy/t 
9 人 0 OX/t » dX’+ 9 
-aa (La To an 
9x4 CE hs AX*9X: OxX° ay/+ 
9x’P 3 \ 9x’/P 
_ - Mo -= -~ 8 
DA 2 (一 Dri Ly ” dy )= xx 8 {Pp) 


故 在 7M 的 各 点 ，Bo, 与 B', 互相 是 另 一 个 的 线性 组 合 ， 因 此 水 平 


和 面具 有 与 坐标 系 的 选 法 无 关 的 意义 。 
(ii) 将 曲线 %4(2) 的 切 向 量 %4 是 Bo 的 线性 组 合 的 条 件 


， 9 
4 “ 
2 OX 


二 一 《)) (1) 
详细 写 之 得 


.9 
x 


ax 


证 入 = (rr 3 
因为 {3/3%*，3/37y 站 是 基底 ， 所 以 两 边 的 对 应 系数 相等 ， 
jz yx= — ET yy 
从 两 式 消去 纪 可 得 下 趟 。. 
y*+%°"T y=0 (2) 
反之 ， 如 果 关 于 x4=x4(t),，(2) 成 立 ， 那 末 令 %* = 如 便 得 (1) 
的 形状 。 


$12 黎 受 联络 
例题 1 设 g9=det(ghn)， 和 = 有 9/3x， 则 下 式 成 立 。 
al 1 3g alogwg 
( jal = g 3x 9%) 
i 1 3(vV.gE8’) 
一 页 ~-- 
(11) divX =V,E 一 Vg i 
divy 称 为 工 的 散 度 . 
解 因 
VY 1 全 二 98)s 9g _ 9g8\n 、 
[l= arr x7 ET ) 
故 得 


Gs 0 ga, 
-二 


然而 根据 》9 例题 2 0 汪 闪 各 道 ，_ 机 地 对 于 正则 和 矩阵 4 = (ax+(%)) 


与 逆 卸 阵 B= (b+), 


odetA 
ox 30 
detA = bx dx” 
成 六。 因为 (8xw) 与 (8g) 是 道 矩 泗 ， 所 以 
9g 
oe dBae Ox* 
8 ox ~ 


改 得 ( i )。 其 次 是 
vx pi 中 + 反 入 


95 十 1 09 Ea 


OX” 2g ox° 


1 3(wgtie) 1/ 一 at , 1 2g 
Vg 9X’ -Zo( va 375 + 2 g 3 ) 


故 得 (ii)。 
注意 9 是 权 2 相对 数量 〈 参 照 8$9 例题 2 ， 习 题 二 第 31 题 )， 
故 由 PP。23 可 见 下 式 成 立 。 


Lxg= Kg+2g = 2g( 95° + cg 8 )=2gdiv¥ 


dX° dX° 2g dx 
例题 2 ”在 黎 曼 空 间 里 设 工 \， 为 任意 仿 射 联络 ， 了 为 (1,2) 阶 张 


天 六 三 工 入 十 了 
为 度量 联络 的 条 件 是 
四 ”Eu = Dy + Tw 四 (1) 
式 中 了 表示 关于 T 的 共 变 导数 ， 又 设 Ti = Thusg， 
特别 是 满足 Tu = Tw 的 了 唯一 地 决定 ; 
Tw =(1/2)8*° (Vg ve + gh — Vg,,) (2) 
解 ” 如 关于 工 的 共 变 导数 以 表示 之 得 


一 一 40 一 一 


人 dg hv e : 
”gu = A i A A 


= gu — Tan'gey — Tvlue 
故 从 PEguv=0 的 条 件 可 得 (1).。 
当 ?=7. 时 ， 在 (1) 里 循环 改变 指标 和 ->H-~>v~>A 得 
Vg = To t Ty 
一 ”Si = -Ton -Tw 

这 些 式 子 与 (1) 边 边 相 加 得 
PAguy + Vig ~ VB = 27)nv 

两 边 与 g” 作 积 和 可 得 (2)。 


813 ”曲率 张 量 


例题 1 在 黎 曼 空间 里 ， 设 4 为 满足 dir4 =0 的 回 量 场 全 体 作 
成 的 集 。 这 时 如 五 工 EG4， 则 [和 ,了 ]EA。 
解 设 了 =(&*),，Y = (六 )。， 则 根据 假设 知 
FE = m=0 
设 [ 革 ,了 的 分 量 为 t， 根 据 习 题 3 的 第 10 题 知 
Ca 一 EoV mn 一 人 FS 


故 得 
Pb =7 ,E97 on 十 在 7Feom — ine7 ok Ve E4 
= EVVan 一 To、 z (1) 
然而 将 利 齐 恒等式 - 


V Von =V a An 十 Rae 
关于 ^ 与 * 缩短 之 ， 则 
VV an = Par + Rae’'n: = Ra 
同 理 得 FF = Rae&:。 将 这 些 式 子 代 入 (1) 可 得 V56*=0。 
例题 2 ”在 半径 8 的 球面 3"(k) 的 邻 域 0+,， 里 下 式 成 立 (参照 
习题 二 第 32 题 ) 。 


pA 有 Xoxe 
Bab = dob t intiys? go =09 ~ 天 2 


Le obscse= lsn, 


用 = 一 (ocd 一 gbc0. ) 
设 测 地 线 以 弧 长 :为 参数 ， 则 得 
x°= A°sin(s/k) + Brcos(s/k) 
式 中 A*，B。 为 常数 〈 由 此 式 可 见 ， 球 面 上 的 测 地 线 为 大 圆 ) 。 
注意 在 S"( 如 里 断面 曲率 恒 为 /hr 。 故 断 面 曲率 为 go 之 0 的 
球面 的 半径 是 1/v e 。 
解 5 已 在 p。33 求 到 。 为 求 出 8g" 令 


BS 一 名 cc 十 face 


内 
O00° = Busg "= (8 + mr "+t ) 
_a, XIX: pe , Kot 
= 9 t xr + 一 ef 
因此 得 
b GCC wet 
TT + tee+ rr Xx"=0 (1) 
乘 以 *， 关 于 6 求 和 得 
. voxs Txt 
(tae% )(1+ i) Curriys™ 三 0 


因为 王 %t%*=k? - (xn+1)2， 所 以 从 上 式 得 
y "teecxe= ~ ext. 
s 6 

再 代入 (1) 可 得 tt 如 下 。 


XoX° 
kz 


ts° = 


所 和 Res” 根据 定义 求 之 即 可 。 
以 弧 长 做 参数 时 测 地 线 是 
dx? dx° _ 


d?x! a 
+ ds ds 


、 CXb dx ， 
”注意 Bbc ys el 则 得 


解 之 得 通 解 
x° = A:Ssin(s/k) + B°cos(s/k) (2) 
注意 (2) 是 大 圆 可 验证 如 下 。 首 先是 
x°(0)=B, x%°(0)= (1/k) 4 
因为 (2) 在 球面 上 ， 故 将 (2) 代 入 
x): + CX"+!)2 = k? 
则 可 求 出 x*+1《(s)。 于 是 考 虚 xX*= Xx*(s),， 入 =1,…，7n+1， 这 是 将 
(2) 奸 做 "+ ”的 曲线 时 的 方程 ， 它 满足 
并 


S x*(0)x*(0)=0 


入 时 和 


故 由 

Br"+! =%"+1(0), Ar+! =Ekx"+1(0) 
定义 Br**1，A"*:， 则 

TAB A't+1iBrt! =0 

成 立 。 运 用 此 式 可 证 

Xrtl= Art!sin(s/k) + Br"t!cos(s/k) 
与 (2) 合 在 一 起 得 : 
x* = Asin(s/k) + Bcos(s/E) 
此 式 说 明 将 S$"(k) 上 的 测 地 线 看 做 E**， 的 曲线 时 ， 它 必 在 位 置 向 量 
4，B 张 成 的 平面 之 中 。 故 测 地 线 是 3548) 与 此 二 维 平 面 ( 含 原 点 ) 


的 交 线 ， 因 此 是 大 圆 。 
例题 3 设 工 为 微分 } 流 形 的 仿 射 联络 ， 则 由 
Juv = (1/2) (TT,, -TA*) 


定义 的 $= (Suw)， 关 = (Kww) 分 别称 为 了 的 抄 率 张 量 ， 曲率 张 量 。 
对 于 任意 向 量 场 卫 ，Y ， 通 过 论证 
2S( 妃 了) = 一 了 yy 下 一 [4 (1) 
K(X,Y)=Vx7y -Vy7x -Tix,y) (2) 
证 明 5, 大 是 张 量 ， 
解 设 了 革 =(&),，Y 了 =(W)。 因 


A 
EV mn 一 Eo 十 ram), nV uE* = 一 T (二 一 十 LA Ep) 


EV Mm ~ MV oe = EE? 2 -na ~ + (LT, Te)Ene 


即 得 (1)。(1) 的 右边 是 (1,0) 阶 张 量 ， 故 在 各 点 Pp，5S 给 定 7, x 了 7 了 ,> 
T， 的 对 应 ， 而 且 关于 X,Y 是 多 重 线性 ， 因 此 5 在 p 是 (1,2) 阶 张 
量 。 因 为 5 的 分 量 是 C” 级， 所 以 作成 (C* 级 的 ) 张 量 场 。 

其 次 证 明 (2)。 设 2 =8 3/9x 为 任意 向 量 场 ， 将 (2) 的 右边 作用 
在 Z 上。 经 计算 可 得 

Px?yZ —VyVxb ~—V ex yl = KwE nto Aax" 

与 挠 率 张 量 的 情况 一 样 可 见 尺 的 张 量 性 ， 四 

注意 1 K( 卫 ,了 ) = (Kiwv&*W) 是 (1,1) 阶 张 量 ， 如 在 p 给 定 天 ， 
7 , 那 末 天 ( 互 了 ) 可 看 做 线性 映射 | 

KOX,Y).T, ->T,, 2Z->K(Y.Y)Z= (KEine') 
注意 2 .曲率 张 景 太 是 零 张 量 的 仿 射 联 络 称 为 平坦 联络 。 


$14 断面 曲率 


例题 1 设 {ZX;} 为 7 了 ,(MM) 的 任意 标准 正 交 基 ， 则 下 式 成 立 。 
Ric(y ,ZZ) = 5 "ROX,Y ,ZsY,) 


i=1 
解 设 入 ;= (E22),， 了 = (人 )，2Z = (5*)。 因 为 了 ;为 标准 正 交 基 、 
故 由 定理 4.3 知 
Bt= Dp Ekit 


成 立 。 因 此 得 
>》, R(X, 了 , 乙 , 且 i) 一 2 RipvoEinN bE 
$ 于 


= Rw (Dre jet， 
= Rsvogienmhtv = Rume" 
一 Ric(Y ,2 ) 


例题 2 在 四 维 爱 因 斯 坦 空间 里 ， 设 了,, 玉 ,, 革 ,, 了 ,为 7,(M》 
的 任意 标准 正 交 基 ， 则 
Piz = pi Pi3= Pzas Pis = P23 
成 立 。 式 中 pi = p(Xi 和 门 是 AX; 和， 所 求 平面 的 断面 曲率 。 
解 ” 设 Rijs! 为 曲率 张 量 及 = (v6) 天 于 {4;} 的 分 量 。 即 
RCOR; ,A ) = Rj 
首先 是 
pij=p(Ai， Ai)= 一 R(A, ,4,4 ,4,)=—R 
因为 对 于 爱 因 斯 坦 空间 / 
Ric( 和 4 了) =ag( 下 了 了)，6= 堂 数 
成 立 ， 所 以 利 齐 张 量 与 & 关于 { 如 于 的 分 量 Ric(X,,X,) = Ri;，g (XX;， 
4i)=0i 之 间 有 关系 


1 


— 45 一 - 


RK;, = ad.,, 
然而 根据 例题 1 知 
Rjs = Ric(A,;,X,)= > 民 ( 逢 下) 在 9 下)) 一 SR 


i=1 i 
故 得 
2 R, i; = 00,, 


于 其 中 令 j= 有 =1 得 
Rt+ Rs t+ Riu=a 
邵 
piz+Ppis+pu=a 
同 理 可 得 
Pai+ Pas+Ppr=Pat+psatpss= Pat+Pp2st+pas=a 
注意 Pij; =Pj 可 见 
ps = Pp3sg P13= prs pi = Py 
例题 3 ”对 于 断面 曲率 p(X ,了 ) 存 在 常数 4，8( 宇 0) 使 得 
0 委 46 坪 p( 和 了) 委 4 
的 黎 曼 空间 称 为 8(pinched) 实 紧 空间 。 这 时 如 关于 标准 正 交 基 ， 了 曲 
率 张 量 的 分 量 记 做 ;jit:， 则 下 列 各 关系 成 立 ， 


A0<—-R,.,<4 (1) 
[Risiel SS-(1—8) (2) 
Ri < 271-8) (3) 


在 式 中 设 ;，j，h 全 不 相同 。 
解 ” 因 为 在 各 点 证 出 即 可 ， 所 以 固定 一 点 p ， 在 这 里 证 明 。 设 
太 ;jst 是 关于 了 ,( 禾 ) 的 任意 标准 正 交 基 { 天 小 的 分 量 ， 因 为 
Pi:; =P(A;,A,)= — RR,,; 
所 以 (1) 显 然 可 得 。 以 下 假设 jy，7,，%,，! 全 不 相同 。 根 据 假 设 


40 p(k, ,ak ,+ bA,) EA 
对 于 任意 实数 a，b(a? + b 半 0) 成立。 详细 写 是 . 


8 Rdisad tha ,Ai aR +bA,) 一 4 
0C2 十 0 
展开 分 子 并 去 分 母 得 


(2 二 D2)AS8< 一 02 民 (二 有 | 站 ;， 古 1) 
人 的 
一 六 民 ( 天 :和 且 榴 是 ;是 4) 
<(a’:+6b*)4 
由 此 可 得 下 列 二 不 等 式 
(pii ~ Sd)a’ -290Riii+ (pi 一 40)0 0 (4) 
(A ~—p;)a: +2abR,;si, t+ (A —p:s)b’>0 (5) 
因为 (4) 式 中 a? 的 系数 非 负 而 且 对 于 任意 的 6，2，( 人 成立 ， 所 以 
其 判别 式 非 正 ， 因 此 得 
(Ri;;:.) :pi; ~ S60) (Pp;, — 40) 
“|Rijig | (CP;;— 40) (pis — A0)™ 
然而 ， 一般 地 说 xy 委 (x* +7)/2， 故 得 
|R,;;, | (1/2) (pi; + pis— 240) (6) 
同 理 从 (5) 也 可 得 
[|R;;;, | (1/2)(24 ~ p;; — Pp;s) (7) 
(6)，(7) 相 加 ， 以 2 除 之 得 
[Ra 和 (1 一 8 
有 (2).。 / 
以 下 关于 _ Riis 证明 (3)。 首 先 对 于 a? + 如 站 0，c?* + 由 0 的 任 
意 gb, cd， 
Ad<plaF,+ 下 CC 有 | +) 和 4 (8) 
成 立 。 现在 令 
Fla,isb,ksc,ld,i) =p(ak.+bX,,cA,+dA;)— A406 


由 《〈8) 可 见 
(esppcy13d 1) 三 0 


再 令 
Gla,isb, ksc, lsd,i)= 
一 (1/2){F (a,isb ,ksc,l;d,i) +F(a,i; 一 b,k;ce,l; ~-4,1)} 宕 0 
则 
2G(a,13b, ksc, lsd,i) 
=p(aA ,+ b,c ,+d ) +p(lak,—- bX,.,cH, -dH,)—240 
将 右边 第 一 项 展开 之 
~ plad,+bR,,cA,+dk,) 
__Roak:, +bA,, cA tddA ak, +bA,, cK +d) 
(a2 +b2)(c? +d2) 
去 分 母 


— (ga? +b0°)(c* +d?)p(aT, + bX, ,CR, +d¥,) 
=a°c° Kir tacbdR,,,; taad’:R,,,, +adbcR,,,, 
+ becad Reii; + bec? Rea + bdacRisit + brd’? 十 
式 中 的 * 是 86'd:(r +s= 奇数 ) 的 项 之 和 。 由 此 得 
Gla,isb, ksc,l;d,i) 
={a°c pi 十 Gd2pij +b?c’p, + bd?p.,, 
+ 2abcad(R;s + Ri /lat +b)(c: Cd) 一 AS (9) 
再 定义 且 如 下 ，。 
H(a,isb, ksc, ld,i) 
=GC(aisb kyc Usd,j) + O(aisb, lsc, jd, Ek) G0 (10) 
根据 (9)， 囊 有 
a 


= £8> : 
Ht (aq* +02)(c?+d?) “020 z (11) 


的 形状 ， 使 用 (9) 来 计算 了 得 
P=ac patad’p) +b’?c’pi + bd’p,; + 2abcd(R,;, 


+ KR,,,;) ta’c*p.; 十 G2C2pi 十 0 -cpl 十 0 pi 


— 2abcd( Ris; + Rijis) =a° ce’ (pi;+ pi1) 
taid?” (pij + pis) + Oc? (ps + pi) + ord’ (pe + pi) 
+ 6aobceadR,,,; 
为 整理 (11)， 去 分 母 ， 令 
A=Ppi; tpit -240, B=p,;+p;, ~ 240 
C=pist+pii ~ 240, D= pst+psi;~ 240 
E = 3R,;, 
则 由 (11) 可 得 
Aa:c*+Ba’d’*+Cb?c: +Dbd? +2Eabcd>0 
ll 
(Ac* + Ba’:J)a*+2Eabed + (Ce’: + Dad’*)b’:>>0 
此 式 可 看 做 关于 a，b 的 二 次 式 。 因 为 4 关 0，8>0 而 且 对 于 任意 
2， 0， 上 式 是 非 负 的 ， 故 其 判别 式 
(Ecd)?’ ~ (Ac?+Bad’:)(Ce: + Da’*)<0 


Fn 
LL 


理 之 生 


Mm 


演 


ACc* + (AD+BC-— Eb?)c2d’*+ BDd:>=0 (12) 
对 于 任意 Cc、d 成 并 。 

一 般 地 说 对 于 二 次 函数 可 以 证 明 以 下 事实 。 

如 f(x)=ax*+bx+ce, 4 宇 0。 Cc 之 0 对 于 任意 * 宇 0 但 满足 
(x) 之 0 时 ， 则 z 
b> -2 ac (13) 
成 立 。 : 

运用 (13)， 从 (12) 得 
AD+BC-E:> -2?»v ABCD 

“. WwWAD+v BC ZE 
然 因 4D <(1/2)(4+D)，w BC <<(1/2)(B+C)， 故 得 


LE -3 (4 +B+C+D) 


= (2pis + 2pa1 + pi + pis+ pii + pi — 848) (14) 


同 理 ， 从 
plad;+ bX CH +adR.)<4 
出 发 ， 令 
A’=24 ~pi;- pus B=24 -pii- Pin 
C/=24A ~pis—pi;s D’=24A4 -ph 一 pl 
可 得 z 
| Ri js < (A’+B’+C’+D’) 
即 


LE ea 一 2pij 一 2ph 一 pi 一 po 一 pi 一 pi) (15) 


取 (14) 与 (15) 的 相 加 平均 得 
| 有 < — 0) 


习 是 三 


1， 关于 仿 射 联络 系数 的 变换 式 ,如 {U ,zi 站 TD 和 站 TYO 
六 名 ， 连 续 进行 坐标 变换 *->%->x 而 得 的 【 惟 ，FT'w， 的 关系 式 与 
经 直接 x-~>X/ 而 得 的 关系 式 一 致 。 

2， 在 M* 的 决定 邻 域 系 的 各 邻 域 里 ，T 太 =0 的 了 为 Ms 的 仿 
射 联络 系数 的 充 要 条 件 是 这 些 坐 标 系 间 的 坐标 变换 是 线性 变换 。 

3， 如 张 量 7 = (Ts) 对 称 ， 则 关于 任意 仿 射 联络 :7 也 是 这 
样 。 

4. 通过 坐标 变换 验证 张 量 7 的 共 变 导数 ， 例 如 ，、 对 于 (1,1) 阶 
张 量 ,，7 ,Tx* 也 是 张 量 的 分 量 。 

5.。 设 工 为 M" 的 仿 射 联络 ， 则 工 是 仿 射 联络 的 充 要 条 件 是 存 
在 (1,2) 阶 张 量 场 7 使 得 FF = 了 + 了 . 


6.、 设 工 为 仿 射 联络 ， 令 
Li, = 
则 工 也 是 村 " 的 仿 射 联络 。 这 时 车 以 了， 分别 表示 关于 T， 工 的 共 
变 微 分 ， 则 对 于 任意 向 量 革 下 式 成 立 。 
VE = PE 28aS 
式 中 sw 是 由 : 
N= C/T TA) 

定义 的 工 的 挠 率 张 量 (参照 $ 13 例题 3) ， 

7. 使 用 关于 任意 仿 射 联络 T 卫 的 共 变 导数 表示 李 导 数 的 公式 〈 黎 
曼 几 何 p.103,104) ， 例 如 (1,1) 阶 张 量 ， 可 得 下 式 。 


9 如 EC 
g iT be IT Tye Dee Tee 9s 


9x 


= Ep TA 一 Trp ok + Tur,Ee 
8。 在 微分 流 形 M" 上 给 定 个 向 量 场 X04,…，w， 设 在 各 
点 总 是 线性 无 关 。 又 设 3, 的 分 量 Ey 所 作 和 矩阵 的 道 矩 阵 为 (&?)， 
即 
EE 一 Os Ey Eh 一 5i; 
这 时 ， 由 | 
T 和 一 EN ee 
定义 的 工 是 型 "的 仿 射 联络 。 
9， 在 M* 上 给 定 n 个 向 量 场 了 ,， 设 在 各 点 线性 无 关 。 这 时 ， 
存在 仿 射 联络 使 得 各 4 同时 为 平行 向 量 场 。 
10。 关于 对 称 仿 射 联络 ， 下 式 成 立 。， 


Qu, 92 _ 
9X 9XR 


一共 一 站 
CA,Y) 一 (EV aon 一 nV ) i 


11. 关于 对 称 仿 射 联 络 ,{, 了 全,{[， 卫 的 分 量 和 NC(h,E) NCR 
可 号 如 下 列 形状 (参照 习题 二 第 26 题 ) 。 
2N OGRE = ber hr — ke ha t Es hr — hs ,ker 
— he Vp ~ Vuh) — ECVh, —V,h:) 
NORD = he hs — hr hr — hr hs: ~ ,hh,:) 
12, 在 仿 射 联络 空间 MW"” 里 ， 设 c 为 连结 P，9 两 点 的 曲线 ， 则 
(1)》 c 上 上 的 平行 向 量 场 如 在 c 上 一 点 为 0 则 恒 等 于 (0 
(21) 巩 了 TET( 有 MH) 为 ET,( 居 ) 沿 c 平行 移动 而 得 的 向 
量 ， 则 平行 移动 Y 到 p 而 得 的 向 量 是 。 
(iii) 如 平行 移动 了 Y,， 革 ,ET,(M) 而 得 Y,,，Y ,ET,(M)， 
则 平行 移动 4a; 和 ,+ a, 字 。 可 得 a 了 ,+a 了 ,。 其 中 a ,a,€ RR 
(iy) 将 在 平行 移动 下 而 得 的 对 应 了 CET,(M)->YE7T,(M) 再 
号 做 c: 1，(4)-~>7 4)， 则 ec 为 同 构 映射 。 

13， 人 设 了 为 { 骨 ",， 了 } 的 一 点 。 沿 通过 p 的 闭 曲 线 c 转 一 周 的 
平行 移动 产生 同 构 映射 c， 了 T,( 有 以 )->7,(M 导 ) (前 题 》。 考虑 通过 p 的 
闭 曲线 全 体 ， 设 对 应 的 同 构 映射 的 和 集 为 HH,。 对 于 ci，cyE 玉 ， 设 
在 曲线 c， 之 后 连结 曲线 c。 而 得 闭 曲 线 对 应 的 同 构 映 射 为 cee， 
则 

(i ) 关于 这 种 运算 五 。 成 群 . 

(1) 对 于 型 ”的 任意 二 点 pg 9， 万 ,三 玉 。( 同 构 ) ， 

注意 称 及 。 为 {MM"，T} 的 齐 性 和 乐 群 

14. 关于 二 仿 射 联络 空间 {M'"，T}，{ 有 路:，T 了 }， 于 其 直 积 微分 
流 形 MM" = 有 M' x 导 : 的 决定 邻 域 系 {x'} = {xi，x*} (参照 习题 二 第 1 
题 ) 定义 Lw, 为 

Lie= TA Lo.= Ls,, 其 他 二 = 0 
则 { 有 "”， 了 为 仿 射 联络 空间 。 

15.。 俊英 = (hr) 为 于 "的 正则 张 量 场 ， 玉 = (hu)= 有 及"!， 又 设 

为 仿 射 联络 。 关 于 各 点 PE M"， 可 以 考虑 同 构 映射 H,， 大 
H: TE*(M)->T, (MM), vu->H(u) = (Chrou,) 


入， T,(M)-—>T,*(M), E->K(E) = (kok°) 
这 时 由 
(1) Vxu=K(VxH()) 
定义 的 7 是 仿 射 联络 ， 其 系数 由 
T= TT — (Ph ) ka 
而 定 。 
(ii ) Vt = ~ (7 he) kooher 
(iii) 假设 五 对 称 ， 则 
VR = -Vt 
(1v) 当 如 对 称 时 ， 今 
Ti = (1/2) (Ti + TS)= TA ~ (1/2) ha he 
则 下 也 是 仿 射 联 络 ， 而 且 jnr = 0 
16、 关于 {M", I}, | 
(i) M" 的 向 量 场 =(&X(%)) 沿 cx%?= 2%*(t) 平行 的 条 件 是 
TM 的 曲线 
X= X(t), y= Er(t)) 
为 水 平 曲线 。- : 
(ii) Mr" 的 曲线 x*=%*(t) 为 道路 的 条 件 是 TM 的 曲线 
X=%(t), y= %*(t) 
是 水 平 曲线 ， 
(111) 在 TM 的 各 点 ， CB,,, Bj]=0 成 立 的 条 件 是 工 平坦 。 
17. 在 黎 曼 空间 里 ， 仿 射 联络 为 度量 仿 射 联 络 的 条 件 是 下 列 命题 
之 一 成 立 。 
(i) 在 沿 曲 线 的 平行 移动 下 向量 之 长 不 变 。 
(ii) 在 沿 曲 线 的 平行 移动 下 向 量 的 内 积 不 变 。 
18. 关于 三 维 欧 氏 空 间 5 的 直角 坐标 系 %'*，%*，% 定义 
IT”. 为 
T= T=T3=1, T= -1., 


在 和 h， > 中 如 有 相等 的 ， 则 工 ， = 0， 
这 时 
(i ) 道路 是 直线 . 
(ii〉》 工 是 度量 联络 。 
(iii) 设 S 为 工 的 挠 率 张 量 ， 则 
S(A4, Y)=XxY 
式 中 设 也 x 了 为 与 的 外 积 。 
19. 对 于 黎 曼 空间 的 向 量 场 ， 下 式 成 立 ，。 
(i) AY, 2)= (VxY, Z) + (YY, Vx2) 
(ii) VxY =PyX +[X, YY) 
(iii) VxY, 2>= (1/2){2ACY, ZL)+Y(ZL, AX>- ZX, Y) 
+ 《<Z, [CE, YI + CY, C2, XY) 
- 《4, [Y, 2))} 
20. 在 坐标 变换 下 
{> / OX° 天 9log 1 4A) 
VY 


xr lea) ax’ 
成 立 。 式 中 设 4 = det(3%/3x’)，。 
21、 在 球面 Sh) .CX 7) 十 二 (xz )? =k? 的 坐标 邻 域 Vi 
Xi 0 里 , 今 9= det(g,,)， 则 


-一 并 
V 9 = -nr 


22. 在 黎 曼 空间 的 点 P 的 齐 性 和 乐 群 是 正 交 变换 群 0(7,(M)) 
的 子 群 。 

注意 。 设 C 为 正 交 变换 群 0(YV》 的 子 群 。 子 向 量 空 间 U(CV) 对 
于 所 有 的 gEC 满足 g(UVU)CU 时 ， 称 为 不 变 子 空间 。 当 不 变 子 空 
间 只 含 {0} 与 六 时 ，C 或 天 称 为 既 约 ， 否 则 称 为 可 约 。 当 鼠 。， 既 约 
(可 约 ) 时 ， 则 称 黎 曼 空 间 既 约 〈 可 约 ) ， 

23. 在 既 约 黎 曼 空间 里 ， 如 对 称 张 量 场 是 平行 张 量 场 ， 则 加 
=0giw QE 成立。 
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24.。 设 nr 为 反 称 张 量 ， 则 对 于 任意 的 “由 ， 纪 。 下 式 成 立 。 
hp om = 一 -hep Rogitues jngoPpEe = -hop RopeE: 
25. 在 二 维 黎 曼 空 间 里 ， 如 已 知 Rs， 虽 曲 率 张 量 Rww。 的 全 
部 分 量 就 知道 了 。 
26. 在 黎 曼 空 间 里 如 果 已 知 曲率 张 量 的 适当 nm?《n? 一 1)/12 个 分 
量 ， 则 其 他 分 量 可 从 


Rvo 一 一 Rvo 一 一 ov 


Rwvot Renot+ Roaro=0 
得 到 。 
27. 设 5 上 为 实数 ，R 为 曲率 张 量 , 邻 
B(X, Y)= R(X, Y, A, Y) 
则 


6R(CX,Y ,2Z,W)=|[ 0 {B(E+sZ,Y +tW)- 


= B(A + spW, 了 十 1Z)}j.-，-。 


28. 如 利 齐 形式 为 正定 的 ， 则 数量 曲率 为 正 。 

29， 如 VRyt+tVR+VR,, = 0， 则 数量 曲率 为 常数 。 

30.。 当 EE; 的 曲面 S 关于 直角 坐标 系 由 X=z(X%，7) 给 定时 ， 今 
9z/9% = %,, 9*z/9X%9Y = zx,,s 则 对 于 5S 的 坐标 系 =%, X2=7y 下 
式 成 立 。 

B11=1+%. , B12= B82 = ZLys B22=1+2,” 

gu"=(l1+),”)/g, 8 =8" = ~ 2%/ 8 =(1+2,.°)/g 

g=1+Z. +%2,” 


Cab ec]=- 0 9% 61 = 1 9z oz 
”0x° dx°0xs ” {ab dg dx° 9Xas0Xe 
Ri = (2 — Zr y) /9 


31. 在 里 关于 直角 坐标 系 X*，yY，%。 由 


X= (gt+bcosv)cosu, y= (a+t+bcosv)sinu 
z=bsinv, a >b >0 
给 定 的 环 面 〈 人 参照 $ 10 例题 2〉 中 ， 今 =，v?=w? 为 其 坐标 系 ， 
则 下 式 成 立 。 
gu= (a+bcosv)’, gi1=0, g2= bb’, 
8 =1/g1 8 =0，8 =1/b° 
非 0 元 氏 记号 有 
[11，2]= -512, 1)=b(a +bcosv)sinv 


bt -_ bsinv 2 ~ -Ca + bcosv) sinv 


a+bcosv ’ 
Ri = ~b(la+bcosv) cosv 


32. 关于 直 积 黎 曼 空间 (参照 8$ 10 例题 1) 
ds* ~ gd rdxt = gi (x dridxit g(x dxadx?t 


(i) 除 上 时 把 外 ， 和 和 全 是 0.， 

(ii) 除 AoE 以 外 ，Rw 全 是 0 。 

(1) 除 Ai AR 以 外 ，R;,。 全 是 0 。 

(iv) 对 于 数量 曲率 

R=R+R, 

式 中 KR,，R, 分 别 是 由 gi;;，gss 作成 的 数量 曲率 。 

33， 六 仿 身 联络 【 的 曲率 张 量 ， 挠 率 张 量 为 K= (Kw), $= 
(Sn), 则 下列 利 齐 公式 成 立 Vi。 

VV ff -rr A = — 2 of 


VV ua, ,ag “Bp i Ta, ... “Bp 
一 y Ky BI To a die 一 Se7。 | 上 有 
了 iw=i 
一 2S,° VV eT aa “Bp 


34. 如 果 存 在 a 证 电 在 一 上 线性 无 闫 而 且 关于 平行， 


那 末 工 是 平坦 的 。 
35. 如 采 庆 于 工 的 平行 性 与 曲线 的 取 法 无 关 ， 则 平坦。 
36。 了 DW, = 了 + 刀 w 的 曲率 张 量 之 间 下 列 关系 式 成 立 。 
23 
式 中 设 扩 是 关于 工 的 共 变 导数 ，S 为 『 的 挠 率 张 量 。 
37. 在 黎 曼 空间 {MM"，g} 里 ， 设 有 匡 = {hi*} 是 正则 张 量 场 。 令 
B's = gaploh,b 
则 g′ 也 是 一 种 黎 曼 度量 。 又 如 如 满足 
V hr = 7 Pi 
则 下 式 成 立 。 : 


fa = bd + re 
Rpv = Rverh hk, Rvo = Rnpoh veh 
式 中 设 太 = H! = (kt!) z 
38.。 设 时 为 平行 向 量 场 ， 则 Rose =0。 由 此 可 得 在 数量 曲率 
RK 六 0 的 爱 因 斯 坦 空 间 里 除 零 向 量 场 外 不 存在 平行 向 量 场 。 
39. zm( 二 2) 维 黎 曼 空 间 为 爱 因 斯 坦 空 间 的 充 要 条 件 是 nRWR* = 
R:. 
40. 在 党 曲率 空间 
Rv = — kl(gro — guo ), k=R/n(n-— 1) 
里 局 部 地 存在 满足 
V v= Kg,y + VV, 
的 向 量 场 v。 
41。 在 KR" 的 半 平 面 RR,":x" 宝 0， 如 由 
Bi 一 Da/ (YX 
定义 &g， 则 {RR,"，g} 是 数量 曲率 为 负 的 常 曲 率 空间 而 且 下 式 成 立 。 
Rv = gw ~ gor, R= -n(n—1) 
42. 如 在 黎 曼 空间 及 "(nn 汪 2) 的 各 点， 平均 曲率 p( 有 ) 与 下 无 
关 ， 则 上 让 " 是 爱 因 斯 坦 空间 。 


43. (i) 在 二 维 多 曼 空间 里 ， 利 齐 张 量 恒 为 Am =A&GY)SEan 的 


(ii) ”二 维 、 三 维 爱 因 斯 坦 空间 是 常 曲率 空间 。 
44. 在 二 维 黎 曼 空间 里 
R= Rin: 


区 — (B12)° 


是 数量 归 数 。 
45， 非 平 坦 常 曲率 空间 不 是 两 个 如 曼 空间 的 直 积 黎 曼 空间 。 
46. 数量 曲率 分 别 为 及 ,， 闵 。 的 爱 因 斯 坦 空间 以 "，M 有 :的 直 积 
黎 曼 空间 为 爱 因 斯 坦 空间 的 充 要 条 件 是 
RK, KK, 


一 一 一 一 一 


r 3 
47. 利 章 张 量 为 平行 张 量 场 的 黎 曼 空间 称 为 箱 章 平行 空间 。 两 个 
爱 因 斯 坦 空间 的 直 积 黎 曼 空间 是 利 齐 平行 空间 。 
48. 如 对 于 任意 反 称 张 量 t+ 存在 c，bE 使 得 


Riavotaetva 
iapBto 一 


恒 成 立时 ， 则 断面 曲率 p(4，】 ) 恒 满足 下 式 : 


a b 


4 


49，。 设 人， 人 4 泳 了 ,( 凡 ) 的 标准 正 交 基 的 一 部 分 。 如 果 
p( 和 4 入门 是 
f (0) =p( 下 下 ;cos 十 和 Sinb) 
的 临界 值 (1 =0)， 则 
Rijis =R(A;,， 计 ;， 故 ;， 革 ,)=0 
50. 在 四 维 黎 曼 空间 里 ， 存 在 了,( 凡 ) 的 标准 正 交 基 { 讨 ;}， 关 于 
此 基底 ， 曲 率 张 量 的 分 量 
Rs Ks Ri Ri Ri Rs 
为 0。 


51. 在 四 维 爱 因 斯 坦 空间 的 任意 点 ， 存 在 满足 下 列 条 件 的 标准 正 
交 基 。 
(1) 除了 p(4 和 Rs Ra 展 ss 外 ， 曲 率 张 量 的 分 量 
全 是 0 。 | 
(11) | Ris — Ri < py — py | Rss — Riss| < pis — pu 
| Ri ~ Rss| < p12 — Pus 
52。 在 6<1 的 6 夹 紧 黎 曼 空 间 里 ， 设 ，Y， ZET,(M) 是 
单位 向 量 并 满足 下 列 条 件 。 
“YZ, ‘4, Y= 《4, 2)>0 
:pl(4, 7Y) =p( 际 ， Z) = 40; / 


这 时 ，p(Y，2Z) 一 成 立 ， 


一 59 一 


第 四 革 变换 论 


3$15。 仿 射 变换 


例题 1。 对 于 黎 曼 空间 的 任意 向 量 场 瑟 ， 了 了 ， 下 式 成 立 。 
Ponlil=Erprh -Zr2xd nd 
解 。 计 算 右 边 第 一 项 。 因 为 
xT = ET + To Er + To ET Vt (1) 
将 
= 区 了 =V .Vm + Roem 
代入 之 ， 则 (1 》 的 右边 第 一 项 变 为 
EVaT yt = EV Vn + EV Rp n+ Rov EV aan, (2) 
然而 由 于 利 齐 公式 可 将 《2 ) 的 右边 第 一 项 变 为 下 式 。 
«EVV VA = EV VV Radom + Ro Vn),. (3) 
再 在 〈3 ) 的 石 边 第 一 项 使 用 利 齐 公式 ， 令 
A= EV, cwiBy B= ErRaye'V un 
则 
EV VV om = EV ,VV Van + Rave*ne) 
= SF Va +A+B 
=V (EV Van) -VE VV Vai+A+B 
=V {VEVn) ~ EV — PEV Va +A+B 
VV (EDV) — VE Van — VE, Vn 
-VV Vam+t+A+B. (4) 


将 (4)，(3》，(2) 代入 (1) 得 
xp r= FF。 (EV mm) — VV, Eon Eo ,p.m 

-VEV Van + EV Roa ne + ERoveV un 
一 EaR,, BV em + ER pV ne + Eo Rew vn 
+E°Rpo VV an + (VV mn + Reav nV ,Er 
+ 《VV, a 十 Rpna*nF) VE : 
— (VV mt Ro VoE 《5) 

对 调 志 与 了 并 从 〈5 ) 减 之 得 


pxprfnd - prpxd = PV EVam — nV os’) 
+ Resv (EVonf — nV oak?) 


z = ff tx, 7) ft / 
推导 过 程 中 使 用 了 
PR + PeRuov + 7, Reg = 0, 
PV -Vn = 并。 
注意 。 对 于 任意 的 张 量 TY， rr 7= xYyT -Jy2xT 也 成 
立 〈 人 参照 习题 二 第 25 题 )、 
例题 2。 设 M"， 1" 为 仿 射 联络 空间 ，:Mf"-> Mr 为 微分 同 
胚 映 射 。 在 沿 曲线 的 平行 移动 下 在 切 平面 间 产生 的 同 构 映射 仍然 用 
< 表达 之 ， 则 4 为 仿 射 映 射 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 的 了 ，.， 
bn(c(Y)) = (ce) (Hae(Y )) (1) 
成 立 。 
解 。 设 (1) 成 立 。 根 据 $11 例题 3 在 P=c(0) 


px(Y) = lim (e117) -7). 


式 中 设 和 =c(0)，c， 表示 从 c(t) 平行 移动 到 c(0)。 
因为 qx 是 从 7T,(M) 到 T, .0) (NM) 的 连续 线性 映射 ， 所 


qe CV xY ) 一 imqs( 一 (ci LI(7) 一 了 ) ) 


= lim (和 es(ci-:(Y)) - 各 (了 ))， 


记 qc)=Y， 则 Y(0) = 和 ( 呈 ) 。 此 外 由 (1) 知 和 (ci 1(Y)) = 
Y ‘(brCY)) 成 立 ， 故 
中 * (上 xy ) = im- (yi: (中 (了 ) ) 一 中 (了 ) ) = 到 x) ba(Y). 
故 由 定理 15。4 知 为 仿 射 映射 。 
反之 ， 设 中 为 仿 射 映射 ， 对 于 任意 的 对 ，Y， 
PxY = O07 o, (x) dx(Y)=0 
成 六 。 海 虚 从 ] 出 发 的 曲线 c， 设 ci= 和 有， 则 (4》 的 积分 曲 
线 为 Y= 中 (c)。 将 Y 了 (p)E7T,( 和 ) 沿 平行 移动 而 得 的 同 量 场 设 
为 ci(Y)=Y(i)， 则 了 xy =0， 故 
V ox ix) Pal(Y)=0 | 
故 qrCY) 沿 Y 平行 。 即 将 gr(7 了 ) 平行 移动 可 得 gy(Y(t))= 
qx(c,( 了 ))。 此 事实 的 含义 是 
中 (CC( 了 ))=Y( 和 xs(Y )) = oc) (HO.(Y )) 


816。 等 距 变 换 


例题 1。 设 {及 1",g}， Ts 由 为 有 相同 数量 曲率 的 常 曲率 空 
间 ; PP，9 为 以 ,"， 计 ,的 任意 点 ， {这 ,}，{ 了 ;} 分 别 为 T,(M,)， 
T.( 有 机 ,〉 的 任意 标准 正 交 基 。 这 时 ， 唯 一 地 存在 从 的 邻 域 到 9g 的 邻 
射 中 域 的 等 距 映 使 得 9 = 中 (p)，、Y; = 中 wx( 硅 ;)。 

解 。 设 10，**}，{ 计 ，Y*} 为 p,g 的 坐标 邻 域 ， 又 设 


和 


则 在 己 ， 产 里 分 别 作 坐标 系 的 线性 变换 可 使 
Xi(P)=yY 9) = 0， 
和 0 
对 于 这 样 的 坐标 系 ， 求 b，{xi}->{7}。 首 先 因 了 ,,， 了; 在 pP 9 与 
坐标 曲线 相 切 ， 故 
gn(P) = hg) = She 
现在 考虑 有 n+n? 个 未 知 国 数 YY，yYo。 的 偏 微 分 方程 


37“ 
xz 一 ya 1) 
3 和 BA ， 入 8 
xy = Ye Le Eh a “2) 
并 满足 附加 条 件 站 
Bop=hioyayp (3). 


式 中 外 ,和 为 由 ms 作成 的 克 氏 记号 。 
首先 ， (1 )》 的 可 积 条 件 : 
9 707“ 9 / 394 
EP Bs 3 (am )= 0 
由 《1 )，C2》 得 二 电 满 是 。 共 次 《3 ) 对 sv 求 偏 导数 而 得 之 式 


| 08ap oh,, oy" ype 
DY ”3y， DxY es yp + ho (2 AxY ey 十 和 at ee) (4) 


也 由 (1)，( 2 )，( 3 ) 恒 等 地 满足 。 原 因 是 由 (1),(2), (3》 


村 


i het bl hh 


可 见 ，《4) 的 右边 变形 如 下 。 


(4) 的 右边 = (J 人 ht hh. ) yryaye th y ye a 


-yy | ) ye" + hnya (re 条 三 ype7， a) 


— 63 一 


_ A C | 8 
yy 后 


E 已 
一 bt Bor ‘pv 
| 98 a 


dxY * 


最 后 考虑 (2 ) 的 可 积 条 件 ， 
9 97yp8 9yp’ 
(一 37y* )- 3x7 (- dx )= 0 (5) 
由 (1),，(2) 可 见 
左边 = ye Rove* 一 YY"y8o 民 /ov (6) 
式 中 KR/w* 是 有 的 曲率 张 量 。 然 而 根据 假设 
Ryp" = — k(gspov — gypos"), hiv = 一 下 (1 0 一 有 Da + ) 
成 立 ， 若 由 (3 》 知 6》 的 右 光 为 0、 从 而 (5 》 得 到 满足 。 
由 以 上 讨论 可 知 (1)~(3) 是 完全 可 积 的 ， 故 在 **=0 的 邻 域 
里 唯一 地 存在 具有 “ 当 x**= 0 时， 满足 (3 》 的 初始 值 7* =0，Ya* = 
6” 的 解 
和 
7 =Y (ZXZ)， yu = yr) = 3. 
现在 对 于 P 的 邻 域 的 点 和 以 49 的 邻 域 的 点 YY) 对 应 之 。 因 为 
yx*(0) = 6， 故 在 的 邻 域 里 det(3y/3x%)s 闪 0。 帮 在 这 里 此 对 应 由 
为 微分 同 构 驶 射 ， 而 且 由 〈3 ) 可 知 
97 37y 


Ba8 = hn ore -3 


成 立 ， 因 此 是 等 距 上 映射 。 叉 因 (和 i) 的 分 量 为 
35), Et=y. (0 = dO. = 0.* 


可 见 中 (和 ;)= 了 i。 
例题 2。 在 卫生 成 的 等 距 变 换 群 的 各 轨道 上 ， 开 玲 向 量 了 之 长 一 
定 。 


解 。 设 下 =(&*)。 因 下 为 开 玲 向 量 ， 故 
V Ea + VE, = 10。 
因为 轨道 0 的 切 向 重 是 0 所 以 


jy xl = 和 (Bb) = 7 p (Eok®) 


一 En 55 十 大 ua) 一 ErEoy Eo 
= ErEo(V ,bo 十 V aE ,) = 0。 


817。 共 形 变换 


例题 1。 设 黎 曼 空间 {用 "，g} 的 共 形 曲率 张 量 C= (Cv) 到 处 
不 为 0 。 这 时 考虑 由 _ 
=|C1g 
定义 的 黎 曼 度量 g&/， 则 关于 g 的 共 形 变换 是 关于 g' 的 等 距 变 换 。 
解 。 设 中 :以 "一 MM" 关于 g 的 共 形 变换 。 取 坐标 系 使 在 对 应 点 P， 
P =g(p) 具有 相同 坐标 ， 则 
如 = 中 (B)=(gMn) 


由 

BAn=ecpghn 
而 定 ， 

Chauv = Cnw 
成 立 。 因 此 

CN? = Civ Cap BB'BE "Es 
= CinvCopy erg 8 人 "Br = e-4o)ICll?, 
1cl = e-2rlCl,. 
男 一 方面 ， 因 为 gn(P)= 8ru(P)， 所 以 Ci (PD) = Cinx(p)， 即 
Le = EN, 


dCle)=|Clsbg) =1CIsE 


=1Cllezeg =1cllos 
因此 由 关于 g/=1Clg 是 等 距 变 换 。 

例题 2。 上 比较 线 素 ， 试 证 从 S"(k)(% ?+ 十 (Xt)? 二 2 身 ] 
北极 p。 的 极 射 影 

.ok)— {po}->E" 

是 共 形 映射 ， 

解 。 在 图 里 这 po(0,…,0， 
hk), p(X ,NX ), ply’, 
“yr",0), pap = (xX!, NN 
Xx"+" — k), psp = C7, ys 
-8)， 故 


1 
yy - 


一 一 一 时 = 


由 引得 
"二 kx"+*! 9 aG=1],.…,n., 


故 


(Ek— xXx"tl)qdx’ + Xdx'! 


dy = kk (天 一 (kk xrti )? 9 

2 (dy°)’ 

二 1 
2 人 十 2(5 — Xt dr" Txdve | + 本 (%°) 2(dxn+1)? 
(下 一 Xet+1l)4 

然 因 工 (z5)2 = 庆 一 (YYodXo = 一 Mo dx"** 故 

dy) 

__ k2 (Kk— xX"! ) 二 (dx°)° — 2%"+ (dx"+t ) + (Ck 十 Xt Cdr) 

四 { 开 一 MXR+I)3 


fe 
= kn (Edz)? + (dx"+!)?). 


另外 ，S"(1) 的 度量 go 是 内 E"+! 的 度量 而 来 的 诱导 度量 ， 故 


s+1 
gosdxdxt = >》 (dx)? 


\=1 


成 立 。 从 而 


2 


k 
(dy°)? = Er) Budd 
左边 是 E" 的 度量 ， 故 中 ,{%"}->{7*} 是 共 形 映射， 


$18。 射影 变换 


例题 1]， 在 对 称 仿 射 联络 的 射影 对 应 下 ， 下 列 张 量 忆 = (Piwv') 
不 变 ， 称 之 为 射影 曲率 张 量 。 


Pv 一 Kv 十 -二 (KO K,,0,*) 


+. (Bd — Bd) — Er . 
式 中 Kwvw 为 曲率 张 量 ， 
K,, = Kev, By = Kye’, 
解 。 在 射影 对 应 记 = 工 凡 十 了 52 让 8 下 ， 从 (18.5) 可 见 
Ky = Kv + von 一 由 DA + Chan — Pa) Oo (1) 
\ 与 x 缩短 之 得 | 
大 = Ks Cn 1) ,Chis — ha). (2) 
在 (1) 里 Y 与 x 缩短 之 得 
B,, = = Bs 十 (+ 1) Cin — Ya) 
故 


一 了 = -有 B,,) (3) 


代入 (2) 得 


1 区 二 
uv = nn 一 (K,,+-— - n+ B,.) 十 (Kt i Br) 


将 (3), (4) 代入 C1) ee 

例题 2。 在 数量 曲率 民 不 是 0 的 于 (> ) 维 爱 因 斯 坦 空 间 里 ， 
射影 开 玲 向 量 号 

Fd = + 
可 唯一 地 写 做 
é, = +b 

式 中 mm 为 开 玲 回 量 ，5 为 梯度 。 这 时 & 也 是 射影 开 玲 向 量 ， 
而 且 


DD, 


解 。 LR,, = — (no—1)V,y, 成 立 ， 而 且 是 爱 因 斯 坦 日 空 辣 ， 故 


R .. 
一 ty 二 一 (nN.— 1)V ,rh,, 


即 
_ n(n—1) 
PE, +V EE, 一 R 中、 
nn]1) 
-oR (bt,). 
故 今 
n(n—1) 


5 十 一 2 天 -中 = 0, 


则 得 Fum +Fm = 0， 因 此 mh 为 千 玲 张 喇 。 令 


n(n—1) 
C= 一 2 四 四 


则 sx 为 梯度 ， 故 得 


号 


5 =T + C6,, 
再 者 ， 


4 | 0 = uD + hd 


At ft = di - ed - ff, ' 
Ef = + hd 
成 立 ， 故 0 为 射影 开 玲 向 量 。 
以 下 证 明 唯 一 性 。 现 在 设 5 可 用 开 玲 向 量 mo 以 及 梯度 
&5 ”可 写 如 . 
E =m+6 =m + 
由 此 得 
一 Wh = 6 ~ 6 
Vm ) = (6 ~ 6)。 
然而 Wh 一 mn 是 开 擒 向 量 ， 故 左边 关于 kh， 入 反 称 。 另 外 5 ~ 5、 是 梯 
度 ， 故 右边 美 于 nu， 和 对 称 。 因 此 两 边 都 是 0 ， 从 而 mW 一 ms 是 平行 
向 量 场 。 再 由 习题 三 第 38 题 ， RSs0 的 爱 因 斯 坦 空间 的 平行 向 量 场 
只 有 和 零 向 量 场 ， 攻 从 =T'。 即 忌 =5 可 得 唯一 性 。 


习 是 四 

1， 如 屯 ,， 了 为 仿 射 开 玲 向 量 ， 则 aX +6bY 也 是 如 此 。 其 中 0， 
bEeR. 

2. 在 黎 曼 空间 里 ， 如 互 。，Y 为 仿 射 开 玲 向 量 ， 则 [和 4， 了 ] 也 
是 如 此 。 故 仿 射 开 玲 向 量 的 全 体 作成 李 代 数 。 

3. 在 黎 曼 空间 里 ， 李 导数 与 黎 曼 联络 间 下 列 公 式 成 立 。 

《1) Fxf =E° of = Xf. 

(ii) xm=EVn ~ wroE, 

(iii) Gxu\ = EVou + Uy,E', 

(1V) xT, 一 7 + TV ,Er° + TP se 一 7 across。 


4. 在 李 导 数 与 巢 曼 联络 之 间 下 列 请 公式 成 立 。 

(人 Vp- rm = Tp. 

(i) Pi eu 7 -ga 

Gi) PP FT 7 2 2 


(1v) 化 a 一 opr, pie. +V AB ve ™ Vf x ny) 
=VV Ee +t Rv ES, i 
(v) 和 rt —V, rj = PR 。 
5. 关于 黎 曼 空间 的 仿 射 开 玲 向 量 互 ， 
LF x = 0， ££ xRu,=0 
6. 关于 仿 射 开 玲 向 量 和 = (5)， 
(i) Vb’ + RaeEe=0 


GD) Poke=0 z 


成 立 。 式 中 没 Fe = ge， Ra = Rag。 

注意 。 因 为 和 M* 连通 ， 所 以 从 (ii) 得 Vo&* 是 常数 ， 

7.。 如 仿 时 开 玲 向 量 名 在 一 点 .Po 满足 bp,) 0, (9E°/9X+),, 
= 0， 别 对 二 任意 的 了 

(9rE*/9x%1 xh) = 0 

3. 将 球面 9"(k) 的 直径 对 点 等 网 之 而 得 射影 空间 Pf" ， 使 用 
S"(z) 的 原来 黎 曼 度量 则 得 黎 曼 空间 。 

注意 。 因 此 S"(k) 与 Pr » 是 局 部 等 距 同 胚 。 

9， 设 由 为 等 距 喘 射 ， 则 天 与 了 世 的 夹 角 与 (六 ) 与 ba ) 的 
夹 角 相等 。 

10. 设 中 ;及 "> 服 ” 为 从 微分 } 流 形 MM" 下 至 如 空间 { 衣 *， 名 } 的 


微分 同 旦 映射 。 这 时 在 弄 * 上 关于 (8) 的 歼 曼 联络 与 性 的 黎 曼 联 


第 


络 在 由 下 的 诱导 联络 一 致 。 3 | 
11。 在 前 题 假设 下 ， 设 多 = 8), 则 ; 和 3 的 直系 之 上 
ROp) = R(q(p)〉 成立。 
12. 在 等 距 喘 射 下 断面 曲率 不 变 。 
13， 设 1(M") 为 黎 曼 空间 股 * 的 等 距 变 换 群 ， 设 6G, 为 不 变动 
一 点 2 的 等 距 变 换 全体 所 作 子 群 ， 再 设 dC。 = {$419EG,}。 这 时 
(i) ”4dG。, 为 了 T,(M) 的 正 交 变换 群 O(T (MD)) 的 子 群 。 
(ii) 如 当 zz 盖 2， 在 各 点 P， dC， =CO(CT， CM)) ， 则 ， 人 为 稍 


曲率 空间 。 
注意 。 oaC， 分 别称 为 ro 在 ?天 风 尖 有 覆 线性 和 
群 。 
14 . 如 开 玲 向 量 闻 之 长 在 一 点 po 取 最 大 ch 3 到 po 的 轨 
te 
5。 并 进 人 换 任 的 轨道 拓 六 地 战 ， 1 1 


} 
16. 沿 测 地 线 c ， 开 玲 向 量 与 6 的 内 积 一 定 。 
17. EE 的 并 进 变 换 是 平行 移动 。 
18， 对 于 开 和 玲 向 量 X， 
四 Re = 0， 2xR = 0， xR - 0。 
在 了 生成 的 等 距 变 换 群 的 各 轨道 上 ， R, Ri,RY, Rw Rte 一 定 ， 
19。 设 这 ，Y 为 开 玲 向 量 场 ， 则 4 对 +87Y。 【在 ， 了 ] 也 是 开 玲 
同 量 。 故 以 " 的 开 玲 向 量 全 体 开 ( 有 以 》 作 成 检 代 数 ， 
20. 对 于 MM" 的 任意 的 点 p 与 任意 的 元 Ae7, (2M), 如 存在 Xx， 
= 4 的 于 Ed1(M)， 则 称 dl(M) 是 可 省 的 。 这 时 hy “ 的 数量 曲率 
是 常数 ， i 
21. 设 2 为 M' 的 向 量 场 了 在 TM 上 的 开拓 (参照 7 全 
三? )， 这 时 了 为 开 玲 向 量 的 充 要 条 件 是 ， 
0 
式 电 的 up 是 由 人 i 
z / th ay m=0 《参照 10 例题 3) 5 2 


定义 TM 上 的 共 变 问 量 场 。 ， z 
22， 关于 共 形 对 应 =e’rg， Canv = Cav+ (n-2)Civpe, 
23 . 在 Cvs Cy 之 间 下 式 成 立 。 


n—3 
V .Chuv: 一 7 一 2 Ciuve 


R 
24、 当 n=2 了 时， Ps = Rn on er SC =V LY,L,, 


恒 等 于 0。 
25. 关于 共 形 曲率 张 量 下 式 成 立 : 
ACE + V ,Cova + V Cavae 


一 2 » (Crad + CurvadB + Coadp ~ Cg — CuviBa 一 C 人 88ua) 。 


26. 在 共 形 对 应 下 ， 由 


en -de. 
给 定 的 量 不 变 。 / 
27. 共 形 平坦 爱 因 斯 坦 空 间 (n 汪 2〉 是 常 曲率 空间 ， 
28. 直 积 黎 曼 空 间 M" = M" x M' 是 共 形 平 坦 的 充 要 条 件 是 M'， 
M: 都 是 常 曲 率 空 间 、 而 且 其 数量 曲率 尺 ,，R, 之 间 有 下 列 关系 ， 


ERR, - 
rr-1) + ss -1) 0 


29. 当 n>>2 时 ， 共 形 对 应 名 = eg 将 共 圆 曲率 张 量 2 = (Zhe) : 
Cnw = Rv 十 By (Bm — gnvox) 
保持 不 变 的 充 要 条 件 是 存在 函数 o 使 得 
pw=V ,py ~ Ppp, + psp'8 Xn UB 
成 立 。 注 意 。 这 样 的 共 形 对 应 称 为 共 国 对 应 。 
30.。 当 {M",g}(n>>2) 为 爱 因 斯 坦 空间 时 ， 则 在 共 形 对 应 8 = 
erg 下 ，{if。 中 仍 为 受 因 斯 坦 空 间 的 充 要 条 件 是 此 对 应 为 共 圆 对 应 。 


31. 对 于 共 形 开 玲 向 量 和 *， 满 足 xg = 2p8 的 用 数 p 由 和 而 
定 ， 以 pr 记 之 。 这 时 对 于 共 形 开 玲 向 量 卫 ,7 了 , 2 ， 下 式 成 立 。 
(i ) ”a+bY 也 是 共 形 开 玲 张 量 而 且 
PoxroY =apx+bpy, 
(ii) 【〔 互 ,了 ] 也 是 共 形 开 玲 向 量 而 且 
prxyy] 三 有 pr 一 px 
(iii) 如 由 5pxspr] =PcxsY) 定义 px 与 py 之 积 [， ] 则 
Capx + bpy,Pz) = oCpx,Pz] + OCpr,pz], : 
[pxspyj = 一 [prypxzy 
[pxsCpyrypz]]+[Cpr'[5pzy*px]] 十 [pzs*[Cpxspr]J=0。 
注意 。 因 此 共 形 开 玲 向 量 的 全 体 ， 以 及 px 的 全 体 关 于 [5，] 作成 
李 代 数 。 
32. 对 于 共 形 开 玲 辐 量 马 
PxCrny = (2 一 2)Cxnvepe， 
33， 了 =(&*)， 和 =1,2， 为 二 维 欧 氏 空 间 下 ”的 共 形 开 玲 阿 量 的 
充 要 条 件 是 §! ,5 满足 柯 西 。 黎 曼 微 分 方程 
38 1 9E2 38 1 ?2 


ar 37? 37 ~ aX" 
其 中 Y，y 为 直角 坐标 。 : 
34. 对 于 共 形 开 玲 向 量 XY， xg =2pg， 和 生成 的 共 形 变换 群 
{} 的 轨道 设 为 c<， 则 
pi:f=2pf, F=1XIl2 
成 立 。 故 如 在 c 上 一 点 pos f 取 最 大 值 ( 计 0) 时 。 则 pC(po) =0。 
35. 在 数量 曲率 尺 不 为 0 的 (>2) 维 爱 因 斯 坦 空 间 里 ， 共 形 开 
玲 向 量 如， 


LEB = 2PE Wn 
可 唯一 地 写 做 
E) = + be 
式 中 的 Wm 是 开 玲 向 量 ，5， 是 梯度 。 此 时 8 也 是 共 形 开 玲 问 量 ， 


成 立 。 
36. 设 上 上， 上， 分别 为 共 形 开 玲 向 量 与 开 玲 向 量 全 体 所 作 的 李 代 
数 。 设 上 。 为 梯度 同时 又 是 共 形 开 玲 向 量 的 全 体 和 作成 的 向 量 空间， 
在 前 题 假设 下 ， 下 式 成 立 。 


(1) 了 = 也 ,十 也， ( 直 和 ) ， (11) (Li,LICL,, 
(iii) tL,,L, jccL,, (iy) [LL,,L, ICL, 
37. 由 $17 例题 2 的 极 射影 与 £" 的 相似 变换 群 {,}: 

b,,{X*}-—>{e'r'} 


作成 的 SR) - {po} 的 共 形 变换 群 为 圳 ,}: 中 = 中 1oq, 中 《参照 歼 
曼 几 何 817 的 例 )。 关 于 Vs+i 里 的 局 部 坐标 系 {%}，4 =1，-…，n， 
{ 节 上 诱导 的 花形 开 玲 向 量 的 分 量 由 


Xn lo 


k 


hl 


而 定 。 

38. 关于 球面 S"(1)， S"(Kk)， 如 由 %*=kx* 定义 4,5S"(1) 一 
S"(k)， 则 9 为 相似 映射 

39. 用 参数 表示 

X= COSU SINYV, y= SINu SiNn2, 2 = COSD 

表达 5 (1): %?+y7*+??=1 时 ， 则 

(i) LS = Sin “vau?: + dv?, 

(11) 如 共 形 变换 (Ww，V) 一 (4，7D); 

SINnN2vadu + dv :=o0:(Sinvau’ + adv’) 

中 的 2 只 是 2 的 函数 ， 则 


v 如 _ 了 2 
lan tan- =(C， 或 fan-7 = Ctan- 


40. 共 形 平坦 黎 曼 空间 (>2) 的 线 素 是 
5 = fi- (Cdx! ) ”十 人 二 f=f(x', 9) >0 
的 形状 。 因 为 常 曲率 衬 s 间 是 共 形 平坦 的 ， 所 以 利用 这 种 形状 求 了 可 得 
三 = 和 十 十 下 
&\=GCX)2+20% CA (入 不 求 和 ) 。 


式 中 a,b;,c、 是 满足 


_R_ 
k= 区 7 二 = 42 (oc ~ bi) 


的 常数 ， 


注意 。 特 别 设 86; = 0, 己 ce*=1， 则 得 
一 人 )2 十 十 《CN 


~ ((%! 72 十 te 和 (1) 


故 当 &>>0 时 ，R" 全 体 根据 度量 《 1 ) 成 椭 贺 常 曲率 空间 ， 当 4<-0 
时 ，R" 的 超 球 ，(%*") ++…+(%") 之 一 他 的 内 部 根据 度量 ( 1) 


成 双 曲 常 曲 率 空间 ， 
其 次 恋 GE=0,0=…=0-1=0， b=1/2, C1=** =c,=0, 则 
/=xr" 8= 一 11， 可行 
dx ) + (dx"): 
gt de 2) 


R*， 的 学 平面 %" 0 根据 度量 (2) 成 双 曲 党 曲 率 空间 。 
41。 保持 道路 的 仿 射 参数 的 射影 映射 是 仿 射 映射 ， 
42. 如 从 对 称 仿 射 联络 工 作出 : 
I TA TdT,d), 
则 II,* 在 射影 变换 下 不 变 。 试 证 一 般 地 讲 在 坐标 变换 下 ,Hw, 不 作 张 
量 与 仿 射 联络 系数 的 变换 。 
43， 二 维 黎 曼 空 间 的 射影 曲率 张 量 恒 等 于 0。 


44。 在 黎 曼 空间 的 射影 对 应 = 了 + 由 52 + 由 am 下 ， 下 


陈 成 工 。 
Wp,,, = + (nm1)P ,vt,。 
45. 外 和 尔 的 射影 曲率 张 量 满足 下 式 。 
V AW vo + VW wo +V Bo 


一 (Wavad 十 Dad)B 十 Pad, ). 


nh—2 
40. Pei 一 大 二 本 多 have 


47. 与 常 曲 率 空 间 射 影 同 胚 的 黎 曼 空 间 也 是 常 曲 率 空间 。 
48. 如 黎 曼 空间 的 共 形 变换 同时 又 是 射影 变换 时 ， 则 必 是 相似 变 


49. 对 于 射影 开 玲 回 量 下 ， 下 去 成 立 。 
PL xP,, = (nC— 1 vy.。 
50. 对 于 射影 开 玲 向 量 对 ， 满 足 
4 i 一 uov 丁 Yvon’ 


的 和 由 
1 性 
te rl 
VE 
贡 y = 人 


则 了 如 = 3bx/3%+。 这 时 对 于 射影 开 玲 向 量 和 了， 了 ，Z 下 式 成 这 。 
(i) a +bY 也 是 射影 开 玲 问 量 而 且 
xror = arx + by, 
(ii) 【下 ,了 了] 也 是 射影 开 玲 同 量 而 且 
中 xy = by ~ Yhx 
(iii) ”如 由 Cx 下 y21= 趾 xy 定义 qx 与 克之 积 [，]， 则 
[ex + by 由 = acyx.bz) 十 OF 下 7 冲 z]， 


Chx.Py] = — Chy,Px), 
Cohx, Chy. Pz2) + Coy, Chz, Px) + Chz, Chr,br I = 0。 
注意 。 射 影 开 玲 向 量 的 全 体 与 $x 的 全 体 分 别 作成 李 代 数 。 
51. 对 于 射影 开 玲 向 量 卫 ， 下 式 成 立 。 
i) VY xBm = Bt ug + Bn, 
(ii) 今 @)p = YF xB- 8;,。 则 
V ya 十 Guv +t Yaw = 0。 


式 中 的 中 是 前 题 的 x。 


一 7/ 一 


第 五 章 曲线 论 


519， 测 地 线 - 


例题 1。 没 7,(M) 具有 自然 微分 结构 。 守 映 射 是 从 T,(M) 
的 开 了 寺 流 形 ( 含 0 周围 的 :- 开 球 的 开 集 ) 到 MM? 中 的 映射 。 互 = 
(6)ETs(M) 上 的 向 量 (参照 习题 二 第 15 题 ) 


3 
A= a ) ETx(T CM)) 
在 (下 )* 下 的 刍 
or 399 (YosE1) /3 
(Er =a EE ( 3 )e x 

而 定 。 式 中 设 *o 为 9g 的 坐标 ， 由 为 在 $19 定义 的 函数 。 

解 。 设 了 =a*(3/3x*),， 考 虑 通过 TA(M) 的 于 的 曲线 入 

A{t)=+iY 
则 其 切 向 量 为 
A(0)=4 

| "=(x0 ,E+ia,1) 
在 羽 ,( 外 ) 处 其 切 向 最 是 (上 ,)#( 扫 )， 故 其 分 量 是 


(全 ) re 0 j 


9p* (xX,.E.1) 
他 上 i _ _ . 


dEr 


i 
py 


$20。 法 坐标 系 


例题 1。 如 存在 上 9 到 引导 村 系 记 ,oj， 则 在原 


六 的 运 当 邻 域 里 度 景 张 量 的 分 量 是 常数 。 
解 ， | ,fx =0 5 [pyv,Axt=0 等 优 。 将 


OB,X 08 98kvy | 
了 只 一 一 -一 一 一 一 -~ hn 一 i .. 
2T nV ,AIX 人 x + xn Ih ) 0， | 
98 98) 908,,. 
XU 一 vY OAA 
2LHA ,Vs ( 9x 1 ox: 9X， 和 0 
边 边 相 加 得 ， 
98,, 
yr Xt 二 0 。 


因为 讨论 中 的 坐标 系 是 法 坐标 系 ， 所 以 通过 原点 4 的 测 地 线 -c 是 * 
-8s 的 形状 。 故 在 c 上 (在 sS0 处 ) 

08)， 

-xe br=0 
因 t=dxt/ds， 故 


dg;, 四 
一 0 


成 并 ， 可 见 在 cc 寺 如 ny 则 BA 一 和 定 。 然 因 Bp 是 连续 的 ， 故 在 
9 处 也 具有 相 闻 的 值 。 包 含 于 VU 内 4 的 适当 邻 域 V0 的 点 可 用 测 地 线 
与 9 连结 ， 故 如 pe 则 得 gxCP) = gx(9) = 一 定 。 
例题 2。 在 球面 S*(j) ,X12+4 .+ (Xt1)? =k? 的 北半球 Ut 
上 ,局 部 坐标 {x°},a =1,…,n, 是 测 地 和 坐标 系 但 不 是 法 坐标 系 。 而 由 
"= ee (*) wo f(x) = 
给 定 的 {3 中 是 以 北极 po。 为 原点 的 法 坐标 系 ， 


解 。 由 § 13 例题 2 知 
1 
et 一 iY 85c 9 
故 在 北极 pu(xe =0) 处 各 = 0. 因此 {xe} 是 以 Ps 为 原点 的 测 
地 坐标 系 。 此 外 ， 除 了 在 pe。 以 外 
dds = eg Xb 
并 不 为 0 ， 故 不 是 法 坐标 系 。 
S"(k) 的 测 地 线 关 于 仿 射 参数 上 是 
X= A° sin( -7 : ) + Br cos (十 : ) 


的 形状 。 其 中 设 4*,B',1 (> 之 0) 是 常数 并 设 
Bes b = 1 
(参照 8 13 例题 2 ) . 
在 北极 p。 设 := 0， 则 B = 0。 故 从 p。 出 发 的 测 地 线 是 


x°= A sin( 寺 + ( 1 > 


义 因 


, | 
Xe(0) = Er = 4A. (2) 


再 将 测 地 线 〈1 ) 写 做 
be 一 中 (YX 。 ,Et) = 中 "(0,5,£), 


l= 8 Xx = gg.(0) EE 
~ 0, EbEc = TELES 


1 一 (TELEL)L? ， (3) 
如 将 (2), (3) 代入 (1)， 则 和 变 为 下 列 形 状 。 


ein( bi) 


k , / (DE ESD)? 
— . EDEDI 2 Ea Sin (— ~ + ) 


= "(0,E,2) = (0, Et ,1). (4) 
在 (4) 里 令 w=&t 可 得 法 坐标 系 {Z， 故 全 
u(x)= (TXIm)!? /k 


得 
了 一 。 T 
Xe = XSinu. (5) 
为 从 此 式 解 出 x*， 作 5) 式 两 边 的 平方 和 得 
XX = i (工交 Za) sin u =k? Sin*u (6) 


因 wu 宇 0， 故 在 x 之 4u 宕 0 的 范围 内 sinu 宇 0。 因 此 
Sinw = -和 5 XIX)? = f(%) 


u = arc Sin f (XX), 


将 此 式 代 入 (5) 得 
eo ,arcSinf (*). 
™ f(x) 


注意 。 考 虑 (pk):x2+72=A。 在 
图 8 里 

| 本 ww tt 

pop1=%=ksint, pup= pop,.=%= 


ki 
由 此 得 对 应 于 《6 ) 的 式 于 


% =hk?sin’t=k Sin 下 


321。 交 分 


例题 1 。 考虑 2n 变数 的 函数 (X,Y) = ,NY 9 
y") 在 固定 两 端点 的 曲线 c 上 的 变 分 g。 如 地 (%*,%*) 的 积分 


170)=] x, du 


不 论 任何 变 分 ww 得 满足 J7C0) =0， 则 c 满足 下 列 欧 拉 微 分 方程 
d 0 二 0 一 
0 
解 。 根 据 8$ 21 的 记号 ， 设 变 分 a 为 #*=x*(4,2)，“,” 分 别 表 
示 对 4w,v 的 偏 导数 。， 将 


2， 3 一 : 3 
/ _ CT Ny 
r=] (ja + i dw 
的 第 一 项 分 部 积分 之 ， 则 


a u vi ce 
| so = (2 3 一 一 Sau) -| (| aa 


然 因 所 论 变 分 分 定 是 固定 两 端点 的 ， 夏 


XU ;0) = Xr/ (Us ,0) = 0, 


从 而 


dX’ 


row=| (327- | 2 du Vdu, 


现在 设 不 论 哪个 变 分 ， JrCo) = 0， 则 由 下 述 注意 知 ， 在 c 上 可 得 
235 -| 9 洛 儿 


OX’ 532 = 
好 1 


故 对 ww 求 导数 得 : 
d 3 9398 


如 --- ~ 


du dx* oxi 


即 c 满足 欧 拉 微 分 方程 ， | 
注意 。 对 于 nae) =n(5) = 0 的 所 有 函数 1(u) ， 满 足 


6 
| sw ilar=0 1) 
的 函数 由 是 常数 。 可 以 证 明 如 下 。 现 在 决定 不 使 得 ， 
bp | | 
| co -Bau=0 (2 ) 


好 


成 立 。 即 设 
k= 一 | gd 
再 定义 也 为 
n(z) -ea -du 
则 nCa) =0 而 且 由 的 定义 可 见 (6)=0。 将 此 7 代入 (1) 得 
f saoco au- (3 ) 
故 由 (2) ，(3) 得 


b b ， 
| ($Cu) 一 20 =| Ou) Hu) -有 dz 一天 | (bu) — kdu= 0。 


因此 bz) = 大 = 常数 ， 
例题 2。 在 测 地 线 c 上 ， 满 足 
Pp:P:I+ RT,E)E =0 
的 向 量 场 称 为 c 上 的 雅 可 比 场 。 其 中 设 人 参数 上 为 仿 射 参数 而 且 
ROR, EE = (RE uN) 
在 c 上 的 点 了 任意 给 定 ?，wEXY,( 谣 )， 则 唯一 地 存在 满足 
让 ,= 2 (Vi:A),=% 


的 雅 可 比 场 。 

解 。 设 {4;} 为 了 ,( 导 )〉 的 标准 正 交 基 ， 平 行 移 动 之 而 得 c 上 的 
向 量 场 仍 以 {ZX;} 表示 之 。 在 =) 旦 为 雅 可 比 场 的 条 件 以 到 的 
微分 方程 表示 之 。 因 


dé . dE 
VX = Vd = -7 人 
故 革 为 雅 可 比 场 的 条 件 是 ” 
d2Ei 入 ”| 
,+ Rk,,e)e = 0。 (1) 


现在 令 R(X;,6)6 =aji(1)X,， 因 {X,} 在 各 点 是 基底 ， 故 〈1) 与 
下 式 等 价 。 
pe ta,'Ei=0, 

从 而 ， 如 任意 给 定 初始 条 件 81(0) ,(dEi/dt)o, 则 i(t》 唯一 地 决定 。 

注意 2。 雅 可 比 场 的 定义 可 与 局 部 坐标 系 无 关 ， 故 能 够 在 测 地 线 
全 体 上 定义 。 

例题 3。 如 测 地 线 e 的 ， 未 必 固 定 两 端点 的 变 分 a(4,v) 的 变 分 
曲线 全 是 测 地 线 ， 而 且 为 各 变 分 曲线 的 仿 射 参数 时 ， 则 变 分 向 量 
是 c 上 的 雅 可 比 场 . 

解 。 按 8 21 的 符号 ， 设 互 = ao/au， 了 = 3a/3v。 因 各 变 分 曲线 
是 以 为 仿 射 参数 的 测 地 线 ， 故 


6 da 
Bu Tau 0 
因此 
0 0 da 。 ， 
5 
另外 与 利 齐 恒等式 同 理 可 证 


人 CT 一 一 一 
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一 ri 
Eee 


6 6 oa 6 6 9a 久 da da \ da 
do bu Bu bu bo 0u ( 


一 一 


1)，2) 下 式 中 的 4 均 应 改 为 8〈 译 者 注 ) 。 


改 得 


8 6 0 入、 


再 由 定理 11.4 〈 无 找 率 ) 知 . 
0 da 6 da 


so 3 bu ao 
因此 


S 2 90 
( 襄 ) 奖 


又 因 3a/3v=Y, 在 c 上 和 生 =e， 故 得 
:Fr: 了 + 和 ,eye=0 


可 见 了 是 雅 可 比 场 。 


322。 弗 雷 内 。 塞 雷公 式 


例题 1。 试 求 ,= 1/s，«, =0 的 曲线 的 微分 方程 。 
解 。 因 设 ,=1/s，«, =0。 故 由 弗 雷 内 。 塞 雷公 式 得 


1 1 
让 :是 = 一 有 2 『 :有 是: = 一 一 人 1。 


故 
P:P :了 = - -二 -三 + -于 ， 
1 1 
= 一 SF "及 | 十 一 -一 
1 1 

一 -了 及 ，。 

因 入， = C ， 故 得 
PiPie + Verte=0 (1) 


及 之 ， 考 虑 满足 (1) 的 曲线 c。 由 弗 雷 内 。 塞 雷公 式 
了 :有 是， =k ,XA,,， VV :和 ,= -KX +k,X， 


PP = ,=k kk 守 ， + Ks。 和,) 


=K 下 -Ki 于， 十 KIK: 及。。 
另外， 从 《1) 得 
pp 


1 
一 一 Ki 及 ， 一 1 
比较 上 列 二 式 得 
kK | 
ki 一 一 ， 9， Ki= KiIK2 一 (4。 
因 kx， 之 0， 故 得 
1 
《1 二 K,=0 


例题 2。 在 以 弧 长 :为 参数 的 曲线 c 上 各 点 ， 弗 雷 内 标 形 革 ，,， 
…。 了 ,是 | 
Y=¢e, Y,=P:e, :, Y,= (Pele 
经 施 密 特 正 交 化 而 得 到 的 。 
解 。 我 们 来 证 明 在 各 点 p,Y, 是 节 ,，…， 子 , 的 线性 组 合 。 
当 r=1 时 ， =c= 和 44。 假设 当时 正确 ， 即 
7,=ai 了 +…+Q 了， 
Ci=Gi(S)。1=1， rr， 
a,>0 
成 立 。 这 时 
了 =: 了 = a FT, +t + a +t + 
将 弗 雷 内 。 塞 雷公 式 代 入 之 ， 则 变 成 
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了 = 如 有 十 Di 
bp=0R >0 
的 形状 。 和 
其 次 设 了, ,… ,了 经 施 密 特 正 交 化 得 和 到 了 2 ,…,2, ， 假 设 Z， 
= 下 ,…)2Z,= 互 ,(r<) 成 立 ( 当 r=1 时 了 ,=2,= 革 ,) 。 在 


》_,《Y ,41, 革 ;> 蔗 ， 
一 了 


Z,，=- 
IY,,, YKY,, >.492. | 
二 下 


里 ， 因 《了 :人 >=0 故 
分 -二 = YX = + 是 yi 
一 


然 因 0 盖 0， 故 分 母 = 6,;1， 县 Lti1= A 


习 题 于 
1， 设 下 ET (HH)，AXC) = 时， 则 为 测 地 线 c= 芭 ve 和 的 仿 射 


2. 设 曲 线 @:50,L2->M" 的 长 不 比 从 o(0)》 到 @() 的 任何 曲 
线 之 长 大 。 这 时 o@ 是 测 地 线 ，。 : 

3. 从 曲线 或 曲面 外 一 点 向 它们 引 最 短 曲线 (如 果 存 在 ) 是 测 地 
线 而 且 垂 直 。 

4. 以 歼 旺 空间 的 任意 点 4 为 原点 ， 而 且 8m(9) = on 的 测 地 坐 
标 系 存在 。 

5. 同 理 ， 存 在 Eq) = Bi 的 法 举 标 系 ， 

6. 在 通过 9 的 各 测 地 线 上 ， 在 4 的 两 侧 与 9 等 距 的 点 对 应 起 
来 ， 这 种 对 应 称 为 关于 9 的 点 对 称 。 现 在 假设 关于 9g 的 反对 称 在 9 的 
邻 域 里 是 等 距 变 换 。 这 时 (Rsvo) =0 成 立 。 

注意 。 一 般 地 说 ， 满 足 PR =0 的 黎 曼 空间 称 为 局 部 对 称 黎 


爱 空 间 。 
7. 在 法 坐标 系 的 原点 下 式 成 立 ， 


K 
0 
nd 


xr 3 (Rv 十 及 vb ) . 


8.、 设 通 过 法 坐标 系 的 原点 9， 方 向 了 = (5)ET( 肝 〉 的 测 地 
线 为 
c,X* 一 E*s。s$ 是 弧 长 。 
设 2(s) = (&*(s)) 是 将 了 = (VW)ET(M 计 》 沿 曲线 ce 平行 移动 而 得 向 
量 ， 这 时 下 式 成 立 。 


(GD 8) = Re) bm +O(s)。 


(ii) 和 天 设 (及, 了 y=0, 令 上 e205) = gu(9)EMCs)Ea(Cs) 则 
$2 


ZN = (+ 


pC ,7 ) NY + Oss). 


9.。 设 c 为 测 地 线 ， 变 分 向 量 了 在 两 端点 满足 (了 ,ce>=0， 则 ec 
的 第 一 变 分 是 0 。 

10. 以 开 玲 问 量 场 为 变 分 向 量 的 测 地 线 的 第 二 变 分 是 0 。 

11. 固定 两 端点 的 测 地 线 的 第 二 变 分 


ze =| Za REZ, ,2Z) Yd 
LE 1 


可 变 为 下 列 形状 。 
L (0) = -| P72+ R(Z,¢ )C LO CD， 
U1 


式 中 2 为 满足 《2,6 》= 0 的 变 分 向 量 。 

12. 在 测 地 线 c 的 一 点 与 6 垂直 的 单位 向 量 经 平行 移动 而 得 的 
2 上 的 疝 量 场 设 为 凡 。 又 设 变 分 向 量 了 在 上 是 了 了 =f(u)WN 的 形状 ， 
则 对 于 图 定 两 端点 的 变 分 ，c 的 第 二 变 分 由 


PC0) = 人 :frp(é ,NYdu 
| 


= -人 f+ toce, NY}du 


而 定 。 

13. 举例 说 明 对 球面 3” 而 言 定理 21.4 的 结论 “ 测 地 线 对 于 其 
上 任意 二 点 是 相对 最 短 ” 不 成 立 。 

14. 在 所 有 的 点 与 所有 的 方向 上 平均 曲率 盖 4” 的 黎 曼 空间 里 ， 
长 二 5/a 的 测 地 线 不 是 其 端点 同 的 最 短 者 。 其 中 设 a 为 常数 。 

注意 。 因 半径 有 的 球面 的 平均 曲率 为 1/4? ， 故 设 1 人 0 
则 x/a>>krn (半圆 周 ) 。 

15.。 在 欧 拉 微分 方程 里 ， 令 

IX,%)= (grnX* Xu)L2 
试 导出 测 地 线 的 微分 方程 。 

16. 关于 测 地 线 c 上 的 雅 可 比 场 ， 下 式 成 立 。 

(i) 设 cE&， 则 cc 是 雅 可 比 场 ， 

(ii) 如 时 ， 了 Y 是 雅 可 比 场 ， 则 

《和 ,Pi 了》 一 人 :不 ,了 = 常数， 

(iii》 对 于 雅 可 比 场 Y， 

《ce VY>=aER 
《CY=at+b, bER. 
故 设 了 在 的 不 同 二 点 为 0 时 ， 则 了 与 ¢ 牌 直 ， 

17.。 仿 射 开 玲 癌 量 是 任意 测 地 线 上 的 雅 可 比 场 。 

18. 设 0O, 为 了 ,(MM) 的 包含 0 的 开 集 ， 又 设 £。 在 这 里 有 定 
义 。 设 Cc:[0,1]->M" 是 c(0)=p,6 (0) =vE0。 的 测 地 线 ， 对 于 0 
<t 委 1， 标准 同 构 喘 射 〈 人 参照 习题 二 第 15 题 ) 为 

Si TM) T,, (TM)) : 


这 时 对 于 任意 的 WwE0，， 


Y (2) =(E,)s tw) (1) 
是 满足 z 
Y(0)=0, (ViY)(0)=w 
的 雅 可 比 场 。 
反之 ， 在 测 地 线 c 上 的 雅 可 比 场 中 满足 了 (0) =0 者 ， 总 是 由 
(1) 给 定 。 
19， (高 斯 引 理 ) 设 0。 与 前 题 一 样 。 关 于 7,(M》 的 曲线 
At)= tv, 0<t<1, vEO, 
设 
A=\(1) ET,T,(M)) 
则 对 于 任意 的 BET,(T,(M)) 
CE A), (EE,)(B)»= A,B) 
成 立 。 式 中 左边 的 《,，) 表示 MM" 里 的 内 积 , 将 微分 流 形 了,(MH) 看 做 度 
量 张 量 为 8;.《p) 的 欧 氏 空间 时 ,右边 的 《,，》 表 示 了 ,( 收 ) 里 的 内 积 。 
20. 设 0,，* 与 前 题 相 同 。 又 设 :50,1]->0。 是 满足 
(0)=A(0)=0, 1(1)=A(1)=vEO, 
的 了 ,(M) 的 曲线 。 再 用 上 L(c) ,L(Y)〉 表示 MM" 的 曲线 c= ,oA ( 测 
地 线 ) ，Y= 严 ou 的 长 ， 则 
(i) L(Y) 宇 L(e)., 
(1i1) 在 所 有 的 点 kt 到。 正则 ， 而 且 刀 2 与 Y 的 象 集 不 同 
时 ， 则 L(Y)>L(e). 
21. 第 一 法 线 向 量 芭 ， 平 行 的 曲线 是 测 地 线 。 
22. 关于 等 距 变 换 群 {o,} 的 轨道 <,，V :ec 是 梯度 . 
23. 关于 欧 氏 空间 &" 的 曲线 c， 试 求 c(8) + 太 G) 有 为 定点 的 
条 件 。 其 中 c(s) 为 点 c(s) 的 位 置 向 量 。 
24. 满足 
K, 1 下 ;十 太 : 有 ,=K 帮 ,，，。 
K, 0， i=1,.,k—1 
的 到 … 4 为 标准 正 交 系 时 ， 由 


Ke 1 让 十 玉生 = Kk 了 ， (Kk,>>0) 
定义 单位 向 量 和 1， 则 j 让 |， 作成 标准 正 交 系 。 


25。 对 于 0<i<<h 的 所 有 zi 设 曲线 e 的 ki 二 0. 这 时 关于 弗 雷 
内 标 形 p 


及; = 5 A, (D1) 6, 1 <i<Ek 
成 立 。 式 中 4;; 为 c 上 的 数量 函数 ， 特别 是 


1 
A,.=— oe | 再 A''=1., 
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$23。 子 空间 的 张 量 场 与 共 变 导 数 
例题 1. 在 m 维 曲 面 上 ， 由 


1 
有 = HH, 一 Hge. 


定义 的 张 量 以 及 
也 45。 一 (VN NB’ 

在 共 形 对 应 下 不 变 。 式 中 设 和 2(4=m+1,…,n) 为 单位 法 向量 ， 
Hr= gH 

解 。 考虑 共 形 对 应 间 ,。 = ezpgih, 从 8,& 诱导 在 曲面 上 的 度量 张 
量 〈 格 去 上 面 一 横 ) 以 gs。，86。 记 之 。 因 在 共 形 对 应 下 曲面 的 方程 
xi = xi(ze) 并 无 变化 ， 故 Bu = 3x/aue 首先 是 共 形 不 变量 。 从 而 

Bs, = 名 BinB，= ezpghvBorB。 = eng 
由 此 得 ， 
gro=6" Pg 


在 曲面 上 p=p(x) 是 z 的 函数 又 可 写 做 P=p(Cx(2))， 帮 


= 一 一 -二 及 p). 
与 Bo 作 积 和 得 


p,B°, 一 (6 一 >》 ， N gulN 4 )p,. 
站 


pA4= Np, 


pi =Boaipe+y py (1): 


素 € 和 
议 下 计算 HA， ; t / 
让 a 1 
Hr = VB 0 Be 下 
9B | 
= 一 元 人 + puov + pi pg. .Be 


一 (je} 十 p56.。 十 p 3。 一 pg)B2 
=V,B.*— (Pp* — p°B.’) go.. 
将 (1) 代入 之 可 得 下 式 
H:=, -一 (ZIp4V)E (2) 
《2) 与 Bie = 0-20gt 作 积 和 得 
来 
H'=e™’r (Hi- mS p4V 人)， 


: 由 
>, paN 2 =— (~ eH + AH’) 
代入 (2) 并 整理 之 得 
H .1 Heze yy, 1 P) 
bc mm &be 一 be - m Bbcs 
即 得 ， 
4 c= M,. oo 
再 来 计算 Lzgj。 因 NA 关于 名 w 是 单位 向 量 ， 故 有 关系 
N27 =e-eN, N= erN 
因此 * 本 让 家 和 加 
Laat = (VyN sa, )Nay =V serN Ah) erNp’ 
=er(prN atViN oe PN sp? 
= (prNatViN AN 


然而 
站 
PN a = A mw 4 NeBr 
=VNAo— (prd + pd ~ prgM)N 4B 
=VN 一 Pp/N /a 十 pabi,. 
由 此 得 


i =(VjN a tpaBr Ne = (VN op) Np =L 4p1. 
注意 。 可 见 在 共 形 变换 下 脐 点 变 为 脐 点 ， 全 脐 曲 面 变 为 全 脐 曲 
面 。 


$24。 全 测 地 曲面 、 全 脐 曲 面 


例题 1. 将 切 于 全 测 地 曲面 的 于” ~ 向量， 沿 用 "上 的 曲线 专 
在 性 " 的 平行 性 下 平行 移动 之 所 得 向 量 仍然 切 于 W"， 而 且 在 MW”" 的 平 
行 性 下 也 是 平行 。 


解 。 设 将 鼠 。 = 8(P)- = (p) -7 ”在 js 的 平行 性 下 平行 移动 


aa (t) 可 写 做 
E(t) = BE (t+ DADNA 


的 形状 。 因 为 平行 ， 所 以 


Od 
= -Pi ‘Ee Bt 


2 站 到 


可 cn| 


+ (Sh Ny + fa VNA) 


将 7 ,8* = 上,。” 与 温 加 顿 公 式 代入 之 得 
due 


-ar — HH,E+ B,— 一 下 


+ 工 da Na+ (- -RueBe+ DLNs)} =0 
然 因 及.*=0， 局。 =0， 故 
Bit (M+ Ln) Ne =) 
因为 B*，NA4 互相 垂直 ， 用 天 为 、 于 是 得 


5 ~ 
‘=0， (1) 
Br 9 
d due 
fa 十 TD fal = 0， (2) 


fa(t)==0 满足 (2)。 然 因 在 点 了 处 f=0， 故 由 微分 方程 的 解 的 唯一 
性 知 fa(t) 三 0。 因 此 得 
也 人) = BE 
可 见 了 恒 切 于 衣 "。 再 由 (1) 知 耻 沿 5 在 Mo” 的 平行 性 下 平行 。 
例题 2. 对 于 断面 曲率 恒 为 正 的 维 黎 曼 空 间 型 ”" 中 的 两 个 全 
测 地 曲面 主 ,'， 放 ,’, 假 设 存在 曲线 “ 给 出 二 者 间 的 最 短 距 离 , 这 时 ， 
如 果 7+s>m， 则 及 ,与 睹 ,* 有 交点 《因此 c 的 长 为 0) ， 
解 。 由 习题 五 第 3 题 知 ，c 是 与 屠 ,"， 导 ,“ 双方 都 简直 的 测 地 
线 。 设 c:[50,1 ->M"， c(0) =PEM ec =9gEMN:， 则 在 给 定 的 
假设 下 ， 从 li 计 0 导致 予 盾 。 
将 了 (人 Mi) 沿 曲线 平行 移动 之 可 得 9 处 的 向 量 空间 设 为 了， 
则 z 
dimV = dimT ,(M,)=7, (dim = 维 数 ) 。 
根据 假设 | 
z dimV + dimT,(M,) =r+s>n=dimT,(M) 
又 因 VCTACM)，7T,(M,)CTAM)， 故 
VNTHM,)AY. 
因此 存在 单位 向 量 了。 满足 
YEVNT CM.,) 
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将 了 , 沿 c-! 平 行 移动 之 而 得 的 c 上 的 向 量 场 设 为 Y= 了 ft) ， 则 
Y(O)ET,M), Y(l)=Y, ET AM,), |Yl=1, FeY=0 

成 并 。 
现在 考虑 变 分 向 量 了 (it,e) 在 c 上 为 了 的 ec 的 变 分 a: 

a(i,E)=E,.,(eY(t)) 
式 中 的 .6， 是 在 点 c(t) 处 的 军 映 射 。 由 (21。24)o 可 见 ， 测 地 线 c 
的 第 二 变 分 是 

L”(0)= <é Li + { Fe + ROCEY,E ,Yd 
i z 
Lr (0) = 6,77)| -| pe ;Za 
以 下 证 明 (yy)。=0. 在 考虑 测 地 线 c1: 
ci(s)=E,(eY(0)) | 

因 了 用,' 是 全 测 地 曲面 而 且 了 (0) 与 之 在 p 相 切 , 故 c1(e) 在 央 ," 上。 
又 因 在 1=0 处 的 变 分 向 量 了 (0,s) 是 ci 的 切线 ， 故 切 于 晶 , 。 没 在 
p 的 邻 域 里 将 及 1' 表示 为 站 =X*(w)，c) 表示 为 w=w(5)，Y (0,E)》 


的 分 量 为 修 =B,* 人 ， 则 PyY 的 分 量变 为 


Be Be\ "de 
_ du: ,due 5 du 
= Je VB, -ye 十 及 FE de 
du duw° 
CU aw 
= Ho de de 


特别 是 在 2=0 处 (Fy 了 )(0) =0， 同 理 可 得 (Vy 了 Y)(L) =0， 放 的 第 
二 变 分 变 为 
L*(0) = -| ce 了 )di- 一 0。 


故 c 之 长 给 出 变 分 曲线 之 长 的 极 大 值 ， 因 此 在 变 分 曲线 中 存在 比 c 短 

的 曲线 c/。 然 因 c/ 的 两 端点 分 别 在 M',M,: 的 曲线 CloCc2; 
ce)=E,(eY(0)), cs(e)=E (er(l)) 

上 , 故 与 < 是 导 1' 与 对 ,: 之 间 的 最 短 曲 线 了 矛盾 .这 种 矛盾 是 由 人 全 0 引 

起 的 。 因 此 i=0 。 即 两 曲面 有 交点 . 


§$25。 高 斯 柯达 齐 . 利 齐 方程 


例题 1。 mn 维 (2 科普 <2) 极 小 曲面 用 "在 p 处 的 利 齐 平均 曲率 不 
超过 在 Pp 处 与 于" 相 切 的 m 维 全 测 地 曲面 V" 的 利 齐 平均 曲率 。 
注意 。 满足 下 = 有。*=0 的 曲面 称 为 极 小 曲面 。 
解 。 因 衣 "，N" 在 p 相 切 , 故 可 设 在 点 p,B. 是 一 致 的 。 因 此 度 
量 张 量 、 单 位 法 向 量 、Bo 的 值 也 在 p 一 致 。 
在 于 ”的 高 斯 方程 和 
Rf = Ri B BR Bs + HH, ~ HoislH,. (1) 
里 ，a 与 了 缩短 之 得 
R=(R,,— > RoseN4eN A) BorB."— Hel (2) 
| 
现在 设 瑟 是 与 政 " 相 切 的 向 量 ， 其 分 量 为 所 = 及 ie。 (2) 的 两 边 乘 
以 mm 并 求 和 得 
RicCX) =RicC KR)— Dp FN)- Hem Hn 3) 
男 一 方面 ， 关 于 NWN” 代替 (1) 


z R’ ,f= RB BB Bi, 
成 立 。 式 子 的 左边 是 W" 的 曲率 张 量 。 由 此 可 得 
Ric/( 下 ?= Ric (X)— > ,pP( 二 ,人 4) 
4 
以 代替 《3) 。 故 
Ric(X) -Ric(X)= - HirmH, an. 
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在 右边 里 令 1 = 五: ， 则 
一 和 = 一 50 
故 得 
Ric( 二 7)<Ric (大 ) 
例题 2. 如 末 欧 式 空间 E"(n 汪 3) 里 的 爱 因 斯 坦 超 曲面 的 数量 曲 
率 为 正 ， 则 此 超 曲 面 是 常 曲率 空 间 。 
解 。 因 超 曲 面 履 ""! 是 爱 因 斯 坦 空 间 ， 故 
R,。 = 人 Bbc (1) 
成 立 。 式 中 的 数量 曲率 RR 是 正常 数 。 
因为 第 二 基本 张 量 所 作 抢 阵 〈 玉 。) 是 对 称 撼 阵 ， 故 在 一 点 己 可 取 
其 特征 向 量 了 ,=m°9/w(i=1,…,n 一 1) 作成 了 ,( 朋 ) 的 标准 正 交 
基 。 因 4 ,是 特征 向 量 ， 故 
Hn = ci Bao’ (2) 
成 立 ， 特 征 值 cj 是 实数 。 
丸 外 ， 向 高 斯 方程 
Rca= HsH,.— H.,.H,, 
乘 以 &*“ 并 求 和 得 


R,.= HH,.- 区 (3) 

式 中 
H= gH.,, 
其 次 作 (3) 与 hm 的 积 和 ， 则 由 (1)，(2) 得 
i = Hc-ce.’, i=1, .…, nn—1, 

可 见 特征 值 c; 是 二 次 方程 

x Hx+— 0 (4) 
的 根 。 


(i) ci 不 全 相等 的 情况 。 设 (4) 的 二 根 为 a，B， 又 设 
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Ci 二.… =C=CG， c = zf 
rr 十 5 二 严 一 ] 
从 (4) 的 根 与 系数 的 关系 知 
a+B=H, (5) 
aB= R/(Gn- 1)>0, (6) 
另外 向 《2〉 乘 以 n. 并 关于 i 求 和 / 
H,. = 2 on 
再 与 &" 作 积 和 得 
H= 9 cimicloi = 》 ci=ra+3B 
与 (5) 比较 之 可 得 
(r—-l)a+(s—~1)B=0 (7) 
然 由 (6) 知 oq 夺 0，B 六 0, 故 如 r=1 或 s=1， 从 (7) 得 到 矛盾 。 从 
而 r 放 1,s 广 1。 然而 在 这 种 情 沉 下 也 产生 矛盾 。 原 因 是 ， 由 〈6) 可 
见 ，a,B 符号 相同 ， 然 由 (7) 可 见 符号 又 不 同 。 故 不 能 是 (让) 的 情 坏 。 
(ii) c=.…=c1(=c) 的 情况 。 这 时 从 (2) 得 
万 ni 一 Clune. 
设 (0;5) 的 道 矩阵 为 (中 ,向 上 式 乘 以 Te 并 头 于 i 求 和 得 


H.. = CE。 
故 p 为 脐 点 ， 从 而 碎 "-! 为 全 脐 曲 面 。 由 定理 25.2 知 ， 它 是 常 曲率 
室 间 。 

习 匡 六 


1。 与 于" 名 切 的 向 旺 之 长 及 共同 炎 角 不 论 用 Ms" 的 度量 还 是 用 
诱导 度量 计算 都 一 梓 。 ,1 
2. 对 于 曲面 奢 "， 设 和 矩阵 (8B。* ,NA) 的 逆 矩 阵 为 (Bo ,Na,), 则 
下 起 成 立 。 
(i) 二 Bo = giuBe, 


(ii) Bs,= ggMmBor, Br = go8**B',, 
(iii) g"*=B°,B’,g*, 
(iv) N= gurl At， Na =g "Na. 


3. 试 证 下 式 。 人 。 
et Bo i + Bo Bo) 
4. 试 证 下 式 。 ” 


(Tom )》 = (VT Em + TE nN + TE Vn,. 
5， 当 和 了 E 7,(M) 在 曲面 必 " 的 点 p 满 足 
H,, HaE’n ns Es n=0 
时 ， 称 为 互 为 共 罗 方 向 。 关 于 超 曲 面 ， 和 与 Y 互 为 共 F 声 方 同 的 条 件 


及 


| z HE = 0。 
6， 当天 = (Er) ET,( 放 ) 是 自 共 二 方向 时 ， 称 为 渐 近 方向 . x 
为 渐 近 方向 的 条 件 是 Ho 
7， 对 于 球面 Sr(k),(x!)2+ + th 在 北 半 球 U3 
仿 w= x (a=1,. ,7n), 则 下 式 成 立 ， 
5 当 = b 时 ， 


B,’ = ) -A 3 Xe nF + 1 时， 


H,.= 一 ,Bi = 一 2 ( 0,6 + rr) 
注意。 = - (171 人 亦 可 。 这 时 和 c= (1/h 人 DB。 
38、 从 EE"+! 的 向 量 场 =(0;…,0,1) 诱导 在 S"(k) 上 的 向 量 
场子 = (入 ) 的 分 量 在 V3,， 上 由 下 式 而 定 : 


这 0 二 工人 0 
本 一 
n 一 k2 
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-hh 


注意 。 根 据 定理 24.7 知道 ， 了 是 S"(%) 上 的 共 形 开 玲 向 量 ， 而 
且 本 质 与 习题 四 第 37 题 给 定 者 一 致 。 
9.， 如 及 "上 的 曲线 的 切 向 量 总 是 渐 近 方向 时 ， 则 此 曲线 称 为 渐 
近 曲 线 。 一 曲线 为 渐 近 曲线 的 条 件 是 其 绝对 曲率 向 量 与 Wem” 相 切 。 
10. 曲面 用" 的 曲线 为 四" 的 测 地 线 的 条 件 是 此 曲线 为 三” 的 测 
地 线 ， 同 时 又 是 浙 近 曲线。 
11。 在 曲面 放 ? 的 点 p 处 ， 通 过 7p 的 三 个 不 同方 向 的 测 地 线 如 包 
含 于 及? 内 ， 则 5 为 及: 的 测 地 点 。 
12。 EE" 的 全 测 地 超 则 面 是 m- 1 维 欧 氏 空间 的 开 子 空间 。 
13， 如 琢 " 的 线 素 是 
ds: = pg ,dradxe + (dx")’ 
的 形状 , 则 的 生生 全 和 式 中 设 e = 1,… 有 一 1 
又 设 gw。 只 是 1 ,Xe 的 函数 。 
14。 如 以" 的 线 素 是 
ds52=BE GEXo0Xb + gdxidxi 
的 形状 时 ， 则 x# = 一 定 的 > 维 曲 面 是 全 测 地 的 。 式 中 设 
Gb=1,° rs Lj=7+1, T+S(=n) 
又 设 gup 与 8i 分 别 是 2 .xx 2 的 函数 。 
15 如 意 " 的 线 素 是 
CS2 一 (Wan)72 Bg, dxdxt + (dx")? 
则 x"= 一 定 ( 兰 0) 的 超 曲面 是 全 脐 曲面 。 式 中 设 名。6 只 是 %!，…s%"”! 
的 函数 。 
16. Er" 的 超 曲 面 MM*! 的 点 为 脐 点 的 条 件 是 存在 实数 6 使 得 在 ? 
84 -71B 1 (0) 
815 本 
成 立 。 
注意 。 (1) 与 腻 点 的 条 伯 ,。=k&s。 等 价 . 运用 (1) 1 可 不 计算 


Bos 二 | 
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党 2 y2 名 名 
17.。 椭 球 面 > + + =1 (>0>c>0) 的 脐 所 是 


a” b=* 
CAG2 一 六 gg Ap2 一 C3 
% < 一 a TT | Y 一 0 ， 4 一 十 ”人 一 ”和 二 
/a ec? / Wa-e? 


按照 符 瑟 的 组 合 ， 脐 点 有 四 个 。 
18 1 设 f(xX,7)=ulx,yY) 十 iw(%,Y) 满足 柯 西 。 黎 曼 方 程 


这 时 ， 在 4 里 由 
XT =X, MX =, X=u(%,Y), X=0(X,Y) 
定义 的 二 维 曲 面 是 极 小 曲面 。 
19. 天 于 起 曲 面 ， 下 去 成 工 。 
R,,B:N:=V -FF 5 
20. 7 (二 2) 维 爱 因 斯 坦 空 间 的 全 脐 超 曲面 是 固有 的 。 
21。 三 维 党 曲率 空间 的 全 脐 超 曲面 也 是 常 曲 浴 罕 则 。 
22. 数量 曲率 为 负 的 当 曲 率 空 间 不 能 是 数量 曲率 为 0 或 正 的 常 曲 
率 室 间 的 全 脐 曲 面 。 
23. 如 仿 射 开 冷 癌 量 与 全 调 地 曲面 相声 时 ， 则 和 它 也 是 曲面 的 仿 射 
2F 玲 向 量 。 | 
24.， 伍 7 (全 2) 维 常 曲 率 空间 里 ， 
Vly = hg uy t+ VV,, k= R/n(n—1) 
是 完全 可 积 的 (参照 习题 三 第 40 题 )。 运 用 这 个 性 质 试 证 在 常 曲率 空 
加 的 各 点 的 邻 域 里 存在 固有 全 脐 超 曲面 以 在 各 点 任意 给 定 的 方向 为 其 
法 比方 向 。 
25. 对 于 E* (n 汪 4) 的 超 曲面 ， 如 其 第 二 基本 张 量 瑟 ,, 正则 ， 则 
.柯达 齐 方程 


VoH.,, -Vy.H,,=0 (1) 
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可 从 高 斯 方程 


Rese = HosHsa— Hod, (2) 
导出 。 
26。 设 Be(z>>2) 的 超 曲面 玫 ”:! 的 第 二 基本 张 量 正则 。 这 时 ， 
如 由 


Bu = 区 oj = 
在 再 "-: 上 定义 新 黎 曼 度量 8/ ， 则 {用 "-!，g'} 为 常 曲率 空间 ， 而 且 
Ro 一 8/ 1845。 ™ 有 BE。 


成 立 。 
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第 七 章 积 分 公 式 


$26。 格林 定理 
例题 1。 在 紧 致 、 可 定向 的 黎 曼 空间 里 ， 对 于 任意 的 函数 / 
| f4fdo = - | I7 Fldo<0 (1) 
Fj MM 
故 
| fs4fao=0 (2) 
的 充 要 条 件 是 f 为 常数 . 
解 。 因 
V,(f*) =2f7,f, 
了 (三 ) = VF) =207P +7*#7 ,Ff) 
故 积分 之 得 


dppf +Psf7*f)do =0. 
因为 PVhf = 41，Pxfpaf =IPH2:， 所 以 得 (1) 。 如 果 f 为 常数 ， 那 
么 显然 (2) 成 立 。 反 之 ， 设 (2) 成 立 ， 则 由 (1) 知 
| nr7leac=o. 
然 因 上 站 ?之 0， 故 总 是 上 P 镍 :=0。 因 此 Phf = 0， 可 见 为 常数 ， 


例题 2。 在 紧 致 黎 曼 空 间 里 ， 如 果 总 是 
4j =V "Vf >0 (<0) 


那 末 了 是 常数 。 
解 。 根 据 下 述 注意 知道 ， 假设 可 定向 也 行 。 这 时 由 于 格林 定理 


得 | Z1fac=0， 故 If 必然 恒 为 0。 
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”ja =0 

再 由 前 题 可 见 f= 常数 。 / 

注意 。 人 们 知道 ， 对 于 连通 的 ) 不 可 定向 的 微分 流 形 履 * 存在 
具有 下 列 二 性 质 的 连通》 可 定向 微分 流 形 We. 

( i) 存在 在 上 映射 "六">MM", 对 于 任意 的 PE M"，w "(Pp) 由 
M" 的 两 点 而 成 。 : 
(ii ) 对 于 任意 的 PE Mn 存在 其 连通 邻 域 U， 16U) 由 二 连通 

分 量 癌 ,各 ， 而 成 ，x 是 从 U， 也 是 从 U，。 到 U 上 的 微分 同 胚 映射。 

六 " 称 为 的 二 重复 六 流 形 、 特别 当 M* 是 紧 致 时 , 则 放 * 也 是 紧 
致 。 例 如 球面 S: 是 射影 空间 |P: 的 二 重复 盖 流 形 。 z 

设 {M",g} 上 守则 | 在 r 下 将 g 诱导 在 月 。 上 而 得 黎 曼 
度量 设 为 误 ， 则 {M*,g} 与 {W*, 名 } 是 局 部 等 距 同 腑 。 故 只 限于 狭 
小 部 分 ， 则 以"， 放 "的 微分 几何 完全 一 致 。 

再 者 ,在 例题 2 里 M" 不 是 可 定向 的 情况 下 ,在 认 " 上 考虑 f =n*f。 
对 于 满足 条 件 (i) 的 UU，0,,0, 在 U, D1( 以 及 0,) 里 引 进 坐 标 使 
得 在 下 对 应 的 点 具有 相同 坐标 ,， 设 Pp, EUV,，x(p1) = =p; 则 ,， 

~ gin(P1) = gn(P), f(p1) = fp 

故 在 世 里 4 > 0(<0) 也 成 立 . 从 而 在 多 上 总 是 41>0( <0 ) 2 因 
此 了 = 常数 ，*.f = 常数。 | 

同 理 在 We* 上 给 定 张 量 场 时 ， 由 x 诱导 在 以 " 上 的 张 量 场 局 部 地 与 
M" 的 有 完全 相同 的 性 质 。 这 样 考虑 之 ， 使 用 格林 定理 可 证 明 的 定理 
多 数 在 不 假设 可 定向 下 也 可 得 到 , 在 以 下 的 疝 题 里 不 假设 可 全 向 的 就 
是 根据 这 种 理由 。 


27. 将 定理 的 应 用 


例题 1 求 共 变 导数 在 张 量 空 间 之 间 是 算 子 了 了 MD 
(M). 试 求 此 算 子 的 对 侦 算 子 。 四 
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解 。 设 了 7， 分别 为 r>，r+1 阶 的 任意 张 量 场 ， 我 们 来 求 
(VT,S) = (T ,BS)) 


成 立 的 算 子 B。 5S->B(S) 
Cr+ DVT,S)= | eT) Smee do 


-| Te NOM A) Ta }do 
-| 7 .row rda 。 
M 
故 得 


S -| _ ] aAl"*"Ar 
‘VT, ) 1 va ,Ar Fr 十 1 VS )do 


B (3) 一 一 Se se Ar 


则 B 为 了 的 对 偶 算 子 。 
注意 。 对 于 rr 阶 张 量 7，。>， 
CT, oO)=T a , T= Tm TA 


值得 注意 的 是 为 了 以 后 方便 对 于 整体 内 积 (,) 要 以 r! 除 之 如 下 。 
_ 1 , 
(7,S)= | 7,sYa 


例题 2。 在 色 致 可 定向 黎 曼 空间 M" 里 ， 任 意 的 向 量 场 和 = (如 ) 
满足 下 列 公式 。 


| [ {Vo + Rar + (1— -2 )77okr}E + f(T )| do = 0. 
式 中 的 f( 了 XX) 是 由 下 式 给 定 的 数量 函数 ， 


1(X)= -1 Ip + Vb (2/n)7ekegnll: 
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= -| xg ~— (2/n)aX.g||:. 


A = VE +tV Em (2/n)V Eg 
则 
Aiu=As, Er=0 
成 立 。 因 此 
2f C4) = = A = A DE TS (2/n)VaErg:) 
=2A "Et — (2/nMV oarg A, =2A7 Er, 
故 
f(A4)= A Sr 
再 来 计算 7 4;， 
V*A;, = Vy ,E+ VV Ee: ~ (2/n)V VaErg,. 
=PE, 二 《FF + Ryek) — (2/n)7 .VokE® 


= Pp,E, + Rak + (1 - -2 ures (1》 


将 这 些 式 子 代 入 
VACAMEL) = (74)E 十 FE 
并 积分 之 ， 左 边 为 0， 故 得 所 求 之 式 。 


习题 七 


总 是 假设 1 是 有 ( 盖 2) 维 黎 曼 空间 。 
1。 在 紧 致 W' 里 ， 如 非常 数 的 函数 了 满足 
4 = cf， < 为 常数 
则 e 是 负 的 。 
2。 对 于 紧 致 可 定向 4* 上 的 函数 f，，f;， 
《4 广 ,请 ) 一 一 (Vf sf,). 
3。 在 紧 致 可 定向 的 "上 ， 对 于 满足 dir 和 4 =0 的 向 量 场 入 与 
任意 的 函数 f， 下 式 成 立 。 
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| Xfdo=0 


4. 在 紧 致 W* 里 ,满足 FVT =0 的 张 量 场 是 平行 张 量 场 。 

5. 切 丛 空间 7 型 〈 参 照 8$6 例题 1 ) 是 可 定向 的 。 

6. 茶 致 微分 流 形 一 定 可 以 具有 黎 曼 度量 。 

注意 ， 更 普遍 些 有 ， 如 果 C' 级 (1 万 r 志 %) 流 形 满足 第 二 可 数 公 
理 ， 则 其 有 C'…! 级 歼 曼 度量 ， 

7. 在 平行 的 反 称 张 量 场 fs 存在 的 紧 致 M" 里 ， 如 果 函 数 人 ， 
满足 

fiaf “0 = 了 

则 中 为 实 常 数 。 

8 设 T 为 紧 致 可 定向 M" 的 一 个 度量 仿 射 联络 , 关于 Fw = Tw 

的 共 变 导数 用 让 表示 。 这 时 ， 对 于 任意 的 同 量 场 3 


| bdo =0, 


9. 没 9 在 时 到 可 定向 MM" 上 是 到 处 取 正信 仅 1 的 相对 数量 函 
数 (参照 p.23) 。 这 时 
《 i ) 可 以 使 用 代替 9 定义 导 " 上 的 积分 。 
(ii 设 工 为 任意 仿 射 联络 ， 则 关于 坐标 变换 {XY}->{X% 人 ， 下 式 
成 立 。 
93 中/ 
和 
式 中 设 9 =p(%/), 人 I = det(3z/347) 
(iii) 如 有 果 关 于 仿 射 联络 工 ， 满足 


9 中 
— 1. 寂 
3 于 


9Ya op 
加 / TT _ B 
9 = 了 dx/i\ xe wT ) 


则 对 于 任意 向 量 外 ， 
| |, (到 本) 9 dxr = 0. 
10。 数量 曲率 R= 常数 <0 的 紧 致 必 " 的 共 形 开 玲 玲 向 量 是 开 稚 
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11。 在 紧 致 履 " 里， 保持 利 齐 张 量 不 变 的 共 形 对 应 是 相似 对 应 。 
12。 型 " 的 共 形 开 玲 向 量 满足 下 式 ， 


Vo ok 4 RkEs + (1 - 2 Je -0 (1) 


13. 在 利 齐 形式 为 负 定 的 紧 致 诗 " 里 ， 除 0 以 外 不 存在 共 形 开 玲 


14. 在 紧 致 M* 里 ，5* 为 共 形 开 玲 向 量 的 充 要 条 件 是 第 12 题 
的 (1) 上 成立 。 

15。 在 紧 致 可 定向 的 MM"* 里， 对 于 任意 的 向 量 太 下 式 成 立 。 

| {op REa)b* + (VaEr)* + f(X)}do = 0. 

式 中 f(X)= (1/2)7 8. ~ Vl?. 

16。 当 型 "的 《〈 蕉 变 ) 疝 量 由 满足 

Vu, =V,u,, za = 0 
时 ， 称 为 调和 向 量 ，。 关于 调和 问 量 羽 ， 
Vad, — Rus=0 (1) 


17。 在 紧 致 M*" 里 ,向 量 忆 为 调和 向 量 的 充 要 条 件 是 前 题 的 (1) 成 


18。 在 利 齐 形式 是 正定 的 紧 致 人 "里 , 除 0 以 外 不 存在 谓 和 同 量 . 
19.。 在 紧 致 M" 里 ， 关 于 调和 向 量 w 与 开 玲 向量 了 下 式 成 立 。 

(i) 《2 天 ) = 一 定 ， (ii) fxu=0. / 
20。 如 紧 致 M" 的 射影 变换 保持 利 齐 张 量 不 变 ， 则 此 变换 是 仿 射 


21. 在 利 齐 形式 为 负 定 的 紧 致 必 " 里 ， 除 0 以 外 不 存在 射影 开 玲 


22，。 紧 致 太 *" 的 相似 变 接 是 等 距 变 换 。 加 四 
28，。 设 紧 致 有 MM" ，M" 的 数量 曲率 为 RR。 如 


一 109 一 


R<0, R0 
则 除了 下 与 RR 同时 恒 等 于 0 的 情形 外 ， 不 存在 从 M"* 到 M" 的 共 形 
映射 。 
24. 数量 曲率 为 0 的 紧 致 MM" 的 共 形 变换 是 等 距 变 换 ， 
25. 设 紧 致 Ma ，M" 的 数量 曲率 满足 
R<0,， R<0 
而 且 不 恒 等 于 0。 这 时 共 形 映射 $ ，M*"->M* 为 相似 映射 的 充 要 条 件 
是 ， 存在 常数 使得 。 
RR (p)= R(p)=e RCp) 
成 立 。 式 中 设 此 为 诱导 度 蚌 记 = 四 () = errg 的 数量 曲率 ， 又 设 
了 =g(p) 。 上 此外， 这 时 p = 成立。 : 
26. 设 W* ， 用 "与 前 题 相 同 。 这 时 共 形 映射 ， 为 等 距 映 射 的 充 
要 条 件 是 中 保持 数量 曲率 不 变 。 
27. 设 紧 致 W"，M" 的 数量 曲率 是 常数 ,而 且 尺 系 0, 尺 和 0. 这 时 
共 形 映射  :， MH*~> 于 "是 相似 映射 而 且 
R$(p)) Bl(g) = R(p)g 
成 并 。 
28. 在 R= 常数 <0 的 紧 致 闭 * 里 ， 共 形变 换 是 等 距 变 换 。 
29. 在 紧 致 可 定向 的 对" 里， 下 列 积分 公式 成 立 。 


ED -PR do = -工人 reRovleao<o 
NM 2 wu 
式 中 的 尺 (p)，peM" 是 由 下 式 定义 的 函数 。 
K(p) 一 民 。p 民 cn 并 B 十 Re RaagRo®, G 


+ 2R*orB Rs, Reose. 
30. 设 紧 致 可 定向 的 可 " 满足 下 列 条 件 之 一 。 
(i) VR,,=0 ( 利 齐 平 行 空间 》 。 
(ii) 爱 因 斯 坦 空 间 。 
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(iii) 数量 曲率 为 常数 的 共 形 平坦 空间 ，。 
这 时 下 列 公式 成 立 ， 


| K(p)do = -| Po Rvoll do <0. 
M 2 JU 


式 中 的 天 (p) 是 前 题 中 定义 的 函数 。 
故 如 在 各 点 了 
AK(p)>0 
则 MM* 是 局 部 对 称 空间 。 
31。 如 四 维 紧 致 爱 因 斯 坦 空间 的 断 夯 曲率 总 是 满足 
-<p(X,Y)<1 


则 此 空间 为 常 曲率 空间 。 
32。 设 4.(MN) 是 用"* 上 的 7 阶 反 称 共 变 张 量 场 全 体 所 作 同 量 空 
间 。 设 和 =(&) 为 任意 向 量 ， 由 
(RuU= (Er .1)s LE A(NM), 


eC(X)0=( DD IE .di )， vE A,.1(M) 
定义 让 导 )，e( 下 )， 式 中 的 和 表示 去 掉 入。 这 时 
1( YY) 41M) 一 4 (M), e(X¥).A,.(M)-—>A,(M) 

是 互相 对 偶 的 算 子 。 即 对 于 任意 的 zxE A,(M),，vE 4 (M) 下 式 
成 立 。 

(2(A4 uv) = (2 e( 有 70) 

注意 ，;i(X)，e(3) 分 别称 为 关于 下 的 内 积 算 子 ， 外 积 算 子 。 将 
共 变 向 量 ， 数 量 函 数 分 别 看 做 1 阶 ，0 阶 反 称 共 变 张 量 ， 对 于 /JE 
(MD) 规 定 
5 有 下) 三 = 10， 
e(X)f = = (7。 

838， 关于 wE A,(M)， 定 义 


Fr 
dl .3, 加 》， OU Ai AT ,hr 
9xXt Xi 


(du) sr = 


i=1 
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则 ] du€E A...(M), 


(das = Vu De 
成 立 。 一 
注意 。du 的 分 量 也 可 书写 如 下 ， 
(dU) ,= <- 1) i+! i rt 
这 时 又 可 写 做 四 


(du yy 一 (人 ™ 1)i+. pV 人 ， ns sr le 


一 
du 称 为 4 的 外 微分 。 对 于 /GEA4, (六 )， 设 
df = gradr 
34. 对 于 uE€ A,( 导 ) 与 任意 向 量 蛋 
OCXKYUu= di) +iCR) dL 
有 成立 。 式 中 设 
6( 有 下) = 和 xz， 
注意 。 不 仅 在 黎 曼 空间 ， 就 是 在 微分 } 流 形 上 也 可 定义 (年 )y 
e(4)，d，0(4)。 将 和 xx 写 做 8() 是 为 了 和 其 他 算 子 的 形状 协调 。 
385。 对 于 任意 的 LE A,(M)， 
ddu=0. 
36。 定义 8: 4(M) 一 AAA,(M) 为 
(OW = Us UE A(M), r=1, 
8f =0, f € AM) 
则 
SO = 0. 
37。 关于 反 称 共 变 张 量 ，d，- 8 是 对 偶 算 子 !。 即 在 紧 致 可 定 启 
的 于 "里 ， 对 于 任意 的 WE A,(M),vE€ A,, ,1(M)， 
(Adu) + (U00)=0 
成 立 。 
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注意 . i 6 与 此 处 的 符号 不 同 。 


(1) ,| a) (dw,dw) =0,。 
(ii》 (dow,w) + (0wW,0w) =0, 
(iii) +- .- (Aw,w) + (dw, dm) + Ow, Sw)=0 


成 立 。 式 中 的 人 是 由 
4=d0O+5d: AD 
定义 ， 称 为 拉 氏 算 子 。 
39. 4 是 自 对 偶 的 。 即 对 于 z veh, CO 
( Au, v) = (u, Av) 
40. 在 紧 致 可 定向 的 爱 因 斯 坦 空 zs 间 里 ， 对 于 任意 的 函数 中 
(49+ he9, M+ nd) = | 7 + herwll'do 
成 立 。 式 中 k=R/n(n 一 1). : 
故 在 紧 致 爱 因 斯 坦 空 间 里 ， i 
JH+ nk =0, VV uh+ kbg =0 


互相 等 价 ， 
41. 我 们 规定 将 Av 的 人 量 写 做 CD 
则 
Af =V "of, 
(CAU), 一 Vo au, Ruo, 
( AW ), r= Val — 2 Ri a 
2 Ri ia Bes >1 
i 


式 中 右边 w 的 指标 里 asB 占据 了 第 i 号 的 和 ;， 第 j 号 的 和 的 位 置 。 

42。 如 2EA4:(MN) 满足 dw =8w=0， 则 称 为 7 阶 调和 张 量 。 

如 “E ACM) 是 调和 张 量 ， 则 
AAWwW=0 


及 之 ， 如 在 紧 致 MM" 里 , we A,( 有 以 ) 满足 Iw=0， 则 ， ww. 是 调和 张 量 ;。 
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注意 。 关 于 调和 张 量 ， 人 们 知道 下 列 定理 。 
霍 奇 (Hodge) 定理 . 在 紧 致 可 定向 于" 里 ，《 实 系数 ) 线性 无 
关 的 上 阶 调和 张 量 的 最 大 个 数 等 于 MU" 的 > 维 贝蒂 数 。 
贝蒂 数 是 拓扑 不 变量 可 用 微分 几何 量 计算 说 明 调 和 张 量 是 重要 的 . 
43。 在 紧 致 型 " 里 ， 如 阶 调 和 张 量 w 是 w=du, uE A,.,(M)， 
或 w=02，vE€ 站 ,i1( 避 ) 的 形状 ， 则 w 是 零 张 量 。 
44. (i) 对 于 任意 的 zxE A,( 收 )， 下 式 成 立 ， 
| use tiVul’Ydo= -r | 
式 中 的 了,(4) 是 由 下 式 定义 的 的 二 次 式 ， 
F (u) = 及 pet 


[和 ih 1 生 本 二 
F.C(u) 一 Rapu® 2 r,s 十 慌 apLpos A ru, sae 人 rr r 守 2 


(ii) 特别 是 对 于 调和 张 量 4 
r| Poao = 一 | Pulsdo<<0 
天 
由 此 可 见 ， 在 4.( 玉 ) 里 如 过 (2) 是 正定 的 , 则 除了 0 以 外 不 窑 在 7 阶 
调和 张 量 。 故 紧 致 可 定 辐 的 型 "的 > 维 贝蒂 数 六 CN) 是 0 。 
45。 如 其 致 可 定向 的 昼 " 是 共 形 平坦 而 且 利 齐 形 式 是 正定 的 ， 则 
b,(M)=0, r=1,.……, n—1. 
故 对 于 特例 ， 数 量 曲率 为 正 的 常 曲 率 空间 ,0,( 姥 ) =0，1 委 r 委 有 -~- 工 也 
成 立 。 
46。 如 紧 致 可 定向 型 " 是 95 夹 紧 的 ， 又 满足 


当 n=2m 时 3>> 一 ， 


n=2m+t+1 有 时 > 人 DD 
当 2 1 时 共 6 


则 2,(M)=0 成立。 
注意 。 由 和 矩阵 论 知 道 下 列 事 实 成 立 。 存 在 标准 正 交 基 使 得 反 称 张 
量 羽 。 在 点 P 满足 
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Le 一 一 LieiD0O 7I=1 Mm, 1 =m+i, 
其 他 分 量 全 是 0 。 
其 中 m 表示 n/2 的 整数 部 分 Cn/2] 
47， 设 7…( 于) 是 M" 上 的 (r,s) 阶 张 量 场 全 体 所 作 向 量 空间 。 
这 时 定义 
BC(X)T.:(M)->T.,:(M) 
为 
B(X)T = — (0(X) 十 div 下 7) 了 
则 对 于 任意 向 量 4 与 3ET."(M),，TET,:(M)， 下 式 成 立 。 
(0(£)S,T)=(S,B(A)T). 
注意 。 关 于 了 .-(MH)，7.(M)，6(4) 与 8(4) 是 对 偶 算 子 。 然 
因 9( 革 ) 与 升降 标 不 可 交换 ， 故 看 做 了"(M) =T,:(M)=T'+:(M) 
时 并 非 对 偶 算 丁 。 
48。 定义 8( 了 ):T, (及)->T, (人 ) 为 
(0CXIV),, nr 二 一 (OC(R)VN ar 一 (div 有 )0 ,, 


十 5 8"(O(X)E) ev ,人 
则 对 于 zx，zE7 (MI) 
(0()u,v) = (u, 0(T)v) 
成 立 。 
注意 。 设 i 为 根据 度量 张 量 等 同 的 同 构 映 射 了 (MM)->T,"(M)， 
则 
0( 下 ) =i"1oB()oi 
成 立 。 式 中 设 8 (了 ) 是 在 前 题 里 定义 的 。 
49. 做 为 A,( 有 ) 上 的 算 子 ， 下 列 关系 成 立 。 


(i) -0( 玉 )=Bel( 了 )+e( 时 )8， 

(i i) 86(X) =0()d 

50。 在 紧 致 可 定向 的 4" 里 ， 开 玲 向 量 4 与 调和 张 量 满足 
/ 0(£)u=0。 : 
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习 题解 从 
习题 一 解答 〈pPP.9 一 13) 
1，(i) 由 (1.7) 得 (1+0)%=1Y+0x。 .X=%+0x%X。 将 * 的 
遂 元 z/ 加 在 两 边 ， 则 
0=%X/+X=X +(X+O0X)= (xX +X)+0OX=0+07= 0%, 
(ii) 由 (1.7) 得 {1+(-D}X=1xX+(-1)x. 。 0=% 十 
(一 1)x。 将 % 的 逆 元 * 加 在 两 边 ， 则 
XI/+O0O=Xi+ {xX+(—1)X}=(%+X)+(—-1)xX=0+(—1)7. 
“。 X/=( 一 1)%*。 因 将 Xx/ 记 做 一 * 之 坡 一 *= 《一 14)X%. 
2, (i) a.X%,+t+ "+4G,X,=0 肥 写 做 QJX 十 二 CGIX + OX 
+ 02,=0. 然 因 x,，…x, 线性 无 关 ， 故 其 系数 全 是 0; 41=…=6,= 
0。 从 而 *1,-…,*, 了 世 是 线性 无 天， 二 
(ii) 存在 不 全 为 :0 的 41,…,4s€ 民 使 得 @1%1 ++*… +G,X,= 
0。 故 
QIXI + +a%N +0Oxsy 十 十 0x:=0 
对 不 全 为 0 的 系数 成 立 ， 因 此 *,，…,%, 线 性 相关 ， 
3， 设 0=(0,…，0)，-x%=(-%mp ,一 %,)， 则 容易 证 明 满 足 问 
量 空 间 的 公理 体系 〈 定 义 1.1)。 其 次 证 明天 是 到 维 。 考 碟 问 量 ， 
el=(1 0 0)，，er=《 0 0 1) 
对 于 任意 的 a ER, 
Cell 十 … 和 十 Ce=CiCL1 0 0) 十 … 十 00 0， 1) 
= (a1,0,.,0) + .+ (0,.. ,0;) 
= 《gi +0O+.+0, 0+Ga,+0+.… +0, 
0+ tO0FG) = (00, ,0,) 
成 立 。 今 设 
CI1e1 十 Ge 二 0 = 《0,…，0) 


则 得 (41,60,,… ,4,) = (0， … ,0)， 故 由 相等 的 定义 可 得 a 一 ,= 
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旧 


0 。 因此 ， Cs …9 Cn 线性 无 关 。 以 下 证 了 明 任 意 n+] 个 向 量 
X= (NX Mn ) i=1,.",n+1, 
是 线性 相关 的 。 作 以 这 些 分 量 为 系数 的 联 立 方程 
Vast =0, A= 1,..,n, 
因 未 知 数 有 ?+1 个 ， 式 于 数目 是 nn 个 ， 故 存在 不 全 是 0 的 解 6;。 由 
此 a; 得 | : 
Vox 一 pa (xz 一 > (GiX11 Gin) 
=-( 于 ax Dis)= (60),0) =0 
因此 *,,…,%*,+1 线性 相关 ， 从 而 广 是 nn 维 。 
4. 设 和 4= (aj;') 不 正则 ， 则 存在 满足 
Yiar =0，i= 1 sr (1) 
全 


的 不 全 为 0 的 解 c ，…c"。 由 此 c! 得 
2 cfeEi = 2 Ci > ,0iiei = 5 (eo;')e;=0, (2) 

故 e1…，e， 线性 相关 。 

反之 ， 如 喜 ,，…， ,线性 相关 ， 则 存在 满足 (2) 的 不 全 为 0 的 
ci。 然 因 el,…，e， 线 性 无 关 ， 故 其 系数 为 0 ， 因 此 得 (1), 可 见 4 
不 正则 。 

5。 (i) 设 x%，7EU， 则 x= >》 CiXi) = 2_ bix;s 故 得 x+y 
= 2 (ci+pb)XEU， ax = 2_aa;%iEU ， 由 定理 1.1 可 见 U 是 子 向 
量 空 间 . | 
(ii) 只 要 证 出 属于 0 的 T+ 1 个 任意 向 量 yw yy 线性 相关 
即 可 。 如 71，…,Y; 线性 相关 ， 则 了 ，… ,7 ,+ :也 线性 相关 ， 帮 设 7i， 
…, 了 了: 线性 无 关 。 
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yi = D7 oz,, i=1,,T (1) 
的 系数 逢 阵 4= ai) 由 前 题 知 是 正则 的 ， 故 设 逆 矩 阵 为 了 = (5:!)， 则 
2 buiaili = 6.1。(1) 的 两 边 乘 b! 并 关于 i 求 和 ， 则 得 
Ybiy; = (Dbos )s=%,, / (2) 
各 7X1,…,X, 可 用 yY，，…y， 的 线性 组 合 表 达 。 因 7,;1E€U， 故 可 表 
示 为 


Ys = N+ tar,= arx, 
的 形状 ， 将 (2) 代 入 之 得 Ji = 工 ( 屏 batjyi， 可 见 71s， Yt 
线性 相关 ， 
6. 易 证 到 是 向 量 空间 。 特 别 是 (0,0) 是 玉 的 零 向 量 ，(a,*) 的 
散 元 是 (一 4,-*)， 以 下 证 明 记 是 n+m 维 。 首先 记 (0,X)=%，(a,0) 
=@ 则 由 和 的 定义 知 
a+ X=(a,0)+ (0,%)= (a,7%) 
成 立 。 设 {ea}，Q= 1 ,RR，{fi}，?=1,…,Mm 分 别 为 了 ,UV 的 基底 。 
令 | 
和 el 十 十 和 en 二 Ri 十 十 Ha =0. 
其 中 设 系数 A，bj 为 实数 。 从 前 述 事实 可 见 上 式 的 含义 是 
(Aert + he Lfi+e thnfn)=0= (0,0) 
故 


Aleit+** +Aes=0, Lfit+. +hnfn=0 


人 | =… = 入 ,= 人 0， Li 二 = 二 0， 
可 见 els*s Err 13s 在 玉里 线性 无 天， 义 因 矿 的 任意 元 (cy,x) 
可 和 写 做 


(a,X%)=a+X=a°eo + Nif, 
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故 记 由 线性 无 关 的 n +m 个 向 量 张 成 。 根 据 前 题 得 万 是 +m 维 。 
7， 设 %=3he= 和 6 人 =%ie 求 和 与 3 的 关系 。 因 @ 人 = 
CE, = CAXGye,， 故 
X= Xe = XiCMkhO Ye = Xe, 
(XIAhAcikGC — X")E, = 0. 
因 {te,} 是 基底 ， 故 得 下 式 。 
Xcar = xX" 

8. 中 (0)= 中 (0xX) = 04(%)=0, 

中 (一 %) = 中 (( 一 1T)X)=(-1)$(x) = 一 中 (2X) 

9， 证 明 $( 斑 ),…(0 ) 满 足 定理 1.1 的 条 件 。 设 % ,7 ED)， 
则 存在 x，7yE VV 使 得 X= 中 (%)，Y = 中 07)。， 故 / 

XT = 中 CCX) + = 0%+7) Eh) 
: ax’=ab(x%) =H(ax) EV. 
因此 $( 产 ) 是 忆 的 子 空 间 。 其 次 设 %,Y Eq (0)。 则 和 (%) = 中 (Y) = 
0， 故 和 (x+7y) = 中 (xx)+(7)=0。 以 2X+yEh-I(0) 从 box) = 
ch(x)=0 得 axE (0)， 因 此 中 (0) 是 天 的 子 空间 。 

10， 令 $: 一 U ,jg: UU 一 六 的 复合 为 9 = 中 串 , 则 对 于 %*,yY€EV， 
a€CR, 

OC(x+y)= 人 (T+y) = %+ 7)) 

= 中 (OCX) + 中 7)) = 人 OCX)) + $Y) =00x) + Oy) » 
同 理 也 可 得 到 9(a%) =a0(x%)， 故 98 为 线性 映射 。 

11， (i) 设 $ 是 一 对 一 。 从 中 (0) = 0 以 及 一 对 一 知 由 (0) = {0}。 
反之 ， 设 $1(0)={0}。 如 中 (%)= 中 (Y)， 则 g(x 一 y)=0。 故 * 一 
yE€Eq-1(0)，%=Y。 即 是 一 对 一 。 | 

(ii) 设 $ex)， = 1 …，7 线 性 无 关 。 如 $ xz) =0， 则 从 0= 
g(x) = 中 (ex) = Xrq(e) 得 和 =0。 故 和 (0)=t0。 反 之 ， 灵 
(ex) 线性 相关 ， 则 存在 不 全 为 0 的 4% ，… 2 使 得 2 (ex) =0。 因 
(Xx*e)) =0， 故 4%=x%eis0 属 于 $ (0)。 从 而 $ 不 同 构 。 
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(iii) 设 中 同 构 。 因 中 (e，) EU 线性 无 关 ， 故 nm。 设 B= (包间 
的 秩 二 nr， 则 存在 不 全 为 0 的 c* 满足 e*b,'=0。 因 为 ce*b(e;)) = 
c o f= 0， 所 以 (e;) 线性 相关 ， 与 假设 矛盾 。 同 理 设 gl(e;) 线性 相 
关 ， 则 B 的 秩 二 nn。 

12， 对 于 X=(X eX) 

PX) = (XX ,eX 0, 0), PX) = C0 ,0 Xt Xp) 
因此 
中 sb(X) = Xl ,X00) = (0,.…,0) = 0， 
其 他 亦 同 。 

13. 中 站 = 中 o(7 下 ) = 中 -~ 中 =0， 由 2 = (7 下 )o(07 一 =72 一 2 中 
+ 中 2 = 了 一 中 = 中 。 ee 

14. 设 访 ，U 分 别 是 n 维 向 量 空 间 ， 又 设 {e;}， {f 站 是 它们 的 基 
底 。 如 定义 中 ， 0 为 (xe;) =X*f;。 则 是 在 上 同 攀 映射 。 

15. 设 {f/f 站 为 V* 的 基底 。 任 取 洲 的 一 组 基底 {e;}, 令 f*(e,') = 
ak， 则 矩阵 4= (aw*) 正则 可 证 明 如 下 。 如 4 不 正则 ， 则 存在 不 全 为 
0 的 实数 c ，…:c" 满足 cte 几 = 0. 因 0=cnew = crf*(e,’)= fr(cte,!), 
令 X=cre./， 则 ss0 而 且 

f*(x)=0, A=1,.…,n (1) 
成 立 。 因 VV* 的 元 可 用 {f*} 的 线性 组 合 表 达 ， 故 由 (1) 知 对 于 任意 的 
f EV*,f(x)=0 成 计 。 然 由 3§ 2 例题 2 知 应 存在 f(x) 六 0 的 1 € yy*， 
这 不 合理 。 故 4 正则 .。 令 4 =8= (bx*)，e,=bxe,/, 则 {e;} 也 是 
V 的 基底 和 而且 / 
f°(e,)= f(b.re,) = ba, = 6, 
成 立 。 可 见 {1*} 是 {en} 的 对 偶 基底 。 

注意 :根据 $2 例题 1 ， 扩 = (V*)*, 故 知 {f*} 为 {e;} 的 对 偶 基 
底 时 ， 则 {e} 是 1 的 对 偶 基 底 。 

16. 研究 一 下 在 基底 的 变换 及 = bx 下 ,Ta = boxbpu7oB 对 于 Tr 
= 0 了 虽 = Oo a 一 般 地 说 t= ba bor 个 一 定 成 立 ， 故 
0% 不 是 反 变 张 量 的 分 
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17。 设 (1p) 阶 张 量 了 的 分 量 为 《xp。 对 于 %19...,% EV 
考虑 对 应 
T/; (Xi Xp ) 一 bo Xe V 
则 ”是 从 广 x…xF 产 (P 个 ) 到 严 的 多 重 线性 映射 。 反 之 ， 设 给 定 多 
重 线性 映射  ， 对 于 任意 的 &EF*， 定 义 了 为 
TX, 《OCX 
可 以 证 明 它 是 (1,Pp) 阶 张 量 。 又 知道 了 与 7' 的 这 种 对 应 是 一 对 一 的 。 
18. 在 基底 的 变换 下 ， Sw=axrayhSop 。 因 此 Ty = Sr = a 
QuPSap = QQnPTpa = QnPa,"*Tpa。 故 了 也 满足 张 量 的 变换 规律 。 
19. 如 证 出 二 阶 张 量 的 情况 ， 则 其 他 情况 同 理 可 得 。 设 Sop 对 
称 ， 则 从 Su = ax*a\P So 与 Sw = dfa°Spa = Cupais ap 得 Si = Sm .. 
及 称 的 情况 亦 同 . 
20. T= T= T= ~ Tw = T= T= ~ Ty 
.27% =0， 因 此 Tw = 0。 
21, Ci) Tveo= — Two— Tro= Tivo ~— Tno 
= Tom -Ton) — Tio= To t+ Tomv— Tro 
=C— Tovw— Tve) — Tovt Dony) — Tyno 
由 此 得 2CTpveo + 了 von + Tivopy) =0。 改 固定 Too 的 一 指标 ， 循 环 改变 
其 他 三 指标 并 求 和 得 0 。 | 
oi) T= -Towo— To= CT + Ta) 一 《na 
= Tot To — Tro = Tyorr. / 
22. 2 Tvo = WT vo + WT og (evy) 
= HCTipvyo ~ Tivwwo) (4 的 反 称 性 》 
7 NY 
= Ur 了 wx。 《了 的 循环 和 ) 
= — WT)voe 
3 Th = 0。 
23、 wu。， ouv 的 对 称 性 显然 。 为 了 证 明 它 们 是 张 量 的 分 量 研 究 其 
变换 式 。 对 c 也 一 样 。 


24. 设 cx'ssu =0 对 任意 的 入 成 立 。 此 式 对 2 求 偏 导数 得 
oa Xt GAnX Ot = 0，danXt + Ga = 0。 再 对 8 求 偏 导数 得 gan6pr 十 
Qabp* = 0。 由 此 得 eua+ ap = 0， 对 于 ein 也 一 样 ， 

25。 世 c 对称，o 反 称 ， 则 

oth = ab = ~ aMbn = — ab,,, 
故 得 or*b;, =0。 上 式 最 后 的 变形 是 由 于 交换 字母 和 ，4。 其 次 对 于 任 
意 对 称 e+， 设 a*rbrw = 0。 特别 对 于 on = waxr，waXabiu = 0。 因 为 4 
任意 ， 故 由 前 题 知 uk+ b= 0， 

26.。 证 明 P=1，9=2 情 况 。 定 义 $ 7 了 -7 为 = (9 0) 一 
中 (S) = (vv)， 则 CS+ 了 7 了) = 中 (SS) +(7)， 中 (esS) =a($) 成 立 ， 故 
为 线性 映射 。 

27， 因 TW,，U* 为 张 量 的 分 量 ， 故 在 基底 的 变换 下 

To = bphbvv7py， UO*= baUs. 
因 5S%7*= UV?， 族 
Sbarb "TB = De = b,.*Seo TPHY, 
令 cipy = S510vberb,* 一 batSrgy， 则 c*pyTBY =0 对 于 任意 对 称 张 量 Te 成 
立 。 因 此 由 第 25 题 得 c*py + c*ys = 0， 即 
(Si ,+ Si、，)bpkb uv 一 DCSsa + Ses)=0 
成 立 ， 从 而 Su,+Si 是 张 量 的 分 量 。 

1” 是 反 称 的 情况 也 一 柱 。 

28. 设 iex},{f 由 分 别 为 ,U0 的 基底 ， 再 设 中 (e:) = 方 。 设 X(t) 
= %*(t)e;,， 则 : 


P(x) )= (ne) = 和 % 中 (ex)， 
人 (2(D)) 一 二 (中 (Xex) ) 


-4 


ive ombif. 
= (WO(e:)) = -一 (3 0 六 ) 
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= $b fi = (ey) 
29， (i) 中 (ii) 显然 。(ii)o>(i) 是 困 为 从 / 
g(X+YI,X+Y)=E(%,%) +2g8(%,7) + ECY ,7), 
EB(%+y,%+7)= BX,7) +28(%,7) + BE(Y,Y) 
得 g (X,Y7)= 8(X,7),. .. 8B8= 8。 
30， 当 %=0 时 显然 。 当 xss0 时 ， 设 1€R， 令 2= 二 +7， 则 
1 C2)=|z)? = ts+y, tt+y) 
= |X)2t? +2C4%,7)t+ yl? 守 0 
是 的 正定 二 次 式 ， 故 漳 别 式 志 0。。…。 《%,7>2? 一 由 xl?*<0, 
31.， ixXit…+tdX= 0 与 %i 作 内 积 ， 则 


《X) 9 各 ;和 1 个 二 一 《%) ,0> = 一 (0 


dMb) , 
. dt. / 


= (X10.1%1) = ar ,17 
41 = 二 0。 辣 理 4,= =a,=0。 
32. 因 te} 是 标准 正 交 基 ， 页 《ea ,Ep》= 0ap。 于 是 得 
(@\s 1) = larea, dn eg) = a Op = Paar, 
可 见 {2,} 为 标准 正 交 基 的 条 件 《gx,sus》 = bx 与 矩阵 4 为 正 交 矩阵 
的 条 件 王 axraw* = om 等 价 。 

33、 在 基底 变换 下 , 反 变 张 量 7% 的 变换 规律 是 exeanBz'* = 
T%。 根据 前 题 ， 在 标准 正 交 基 的 变换 下 ， 4 是 正 交 和 挎 阵 。 这 时 
CghBbBik = 00 = 58, 故 Tt = Th = 0% 满足 变换 规律 。 因此 关于 
标准 正 交 基 恒 存在 以 + 为 分 量 的 张 量 ， 又 关于 其 他 基底 <) = ckev 的 
分 量 是 T+ = catcgi8% = 于 cahcok。 

34. 根据 g(e;,ey) =8gn=ou 定义 8g， 则 ee: 为 标准 正 交 基 。 
为 求 出 8 关于 {e 寻 的 分 量 ， 求 坐标 变换 ex= axe。， 根 据 假设 

e,=e,, ev=(0.1)= ~ (1,0)+(1,1)=— e+e,。 
由 此 得 ec =1， 41*=0,，4s = 一 1 =]1。 放下 人 得 
Bu=1, gnu= ga= 一 1， g=1。 
35， 取 Br = oheGipgop 两 边 的 行列 式 。 
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36， 妈 C=axes 为 标准 正 交 基 ， 则 &u=on。 因 4= (cx) 正 
则 ， 故 存在 首 矩 阵 B= 4"! = (BX)。B 也 正则 。 从 Su = popEgop 得 
g= (det8)2g9。 然 因 g9=1， 故 g9= (detB): 二 0。 

37. 考虑 关于 标准 正 交 基 的 分 量 

TH? = O08,87*7T = > (To)? >0, 


等 号 只 有 在 7?* =0， 即 了 是 零 张 量 时 成 立 。 然 因 17? 是 数量 ， 故 其 
值 与 基底 的 取 法 无 关 。 因 此 关于 任意 基底 也 正确 。 


38. 根据 60):::7 的 定义 ($3 例题 3 ) 知 ，6,!:::? 等 于 排列 ^,， 
人， 的 符号 ， 即 


0， 当 Ai， 2 中 有 相同 者 时 ， 
-1， 当 和 A), | 人 ， 是 ],'.-,n 的 柯 排 列 时 。 
En = 可 的 反 称 性 显然 ， 其 次 证 明 张 量 性 。 由 行列 式 的 


1， 当 Al… ,和 ,是 1，… ,2 的 偶 排 列 时 ， 


和 Pr 立 a i se 加 
Ol! 222 gr° 1…CXa = 0 1 det 人 


Ea .auG Ga = gdetA 0 


=wgblim (参照 35 题 ) 


有 办 
一 CEA, MAne 


89, 选择 C3 oCny C39 en 使 得 C15 3C,3 e1…e， 分 别 
为 标准 正 交 基 。{e;}>{e，} 的 正 交 变换 就 是 所 求 


习题 一 解答 (PP . 28 一 33) 


1. MaxNn 根据 直 积 拓扑 成 连通 豪 斯 道夫 空 x 间 页 证 出 定义 
5.1 的 条 件 (i 一 (iii) 成 立即 可 。 

(i) 显然 人 ;xV} 是 开 复 盖 。 

(ii) 令 zi;=0,x ow Nj;sU; x Vj—>O;x x 0;/ 显然 是 一 对 一 ， 而 
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且 ri， xi 都 连续 。 

(iii) 设 (p,9)€E (VU,xV, )N DU, x 六 1), 则 PE UL NU,. qEVN 
广 。 义 设 Ti(pP，9) = (8;(7),@;(9)) 的 坐标 为 24,4=1,…,n+mm， 则 
2((p, 9)) = 0p)) = Ap), zto((p, 9)) = 7 (0(9)) =y° (9). 
同 理 mi((p,9)) 的 坐标 2“ 是 z=%，z/"o=y%。 故 坐标 变换 {2 个 
一 4%?/ 个 变 成 

Xt = X(NX), "7 "(9) 
可 见 ， 是 CL” 级 ，。 

2 P.(k〉 是 连通 豪 斯 道夫 空间 。 其 次 讨论 定义 5， 1 的 条 件 (i) 
~(ii)。 原 样 不 变 地 使 用 S"(k) 的 决定 邻 域 系 Ui:， i= 1, ,n+1， 
则 (Qi)，( 直 i) 显 然 。 至 于 (iii)，U;*: 站 VU: (lJ7) 的 坐标 变换 是 LC” 级 
与 $5 例 1 的 5"() 的 情况 一 样 证 明 。 再 来 讨论 1=;7 的 情况 。 轩 为 
VU;* 与 VU,;" 在 P"(#) 是 相同 的 点 集 ， 改 以 VU; 记 之 。 例如 对 于 UV: 有 
二 坐标 系 

O01 :Ut ,1 = 一 Oo 07 UF LDO，， 
因 L ns 人 儿 ， 故 有 必要 证 明 它 们 之 间 的 坐标 变换 是 C” 级 的 。 
设 了 为 P 的 直径 对 点 ,在 P.(#) 里 p=p， 在 如 1(Pp)=(%'(p),*… 
X"(p)) 与 乓 .1(P)= 寻 ,1(D)= XC(P) …, X11(P)) 之 间 有 on- 
-% 的 关系 。 因 此 仍然 是 C” 级 的 ， 

3.， 固定 C” 级 流 形 ls 的 任意 一 点 po， 可 用 连续 曲线 与 po 连 
结 起 来 的 点 全 体 所 作 集 设 为 4。 以 下 证 明 4 是 对 "的 开 集 。 包 含 9EL4 
的 连通 坐标 邻 域 设 为 V(9)， 则 V(9) 与 R" 的 连通 开 集 同 肛 ， 故 U (9) 
的 点 全 与 9 可 用 连续 曲线 连结 。 故 V(9) 的 点 经 过 9 可 与 pu 连结 。 即 
对 于 4 的 任意 点 9，9 的 适当 邻 域 VU(q) 包含 于 4。 因 此 4 为 开 集 。 
再 设 有 不 属于 4 的 以 * 的 点 ， 则 它们 全 体 所 作 的 集 B 同 理 也 是 开 集 
《 任 八 个 开 集 之 和 是 开 集 ) 而 且 4UB= Me，4nB= 他, 故 与 到 * 的 
连通 性 了 矛盾。 因此 B= 名 ，M"*= 4，M" 是 弧 连 通 ， : 

注意 。 一 般 说 来 ， 弧 连通 的 拓扑 空间 是 连通 的 ， 

4， 设 私 =(5)， 则 
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(af + 08) = 上 


= a 2 + bi-28 ~aXf + bXg, 


K(fe) = 号 -2 fe) = hg +e 8 


/ = (4f)g+fAg. 

5.。 设 PEM",，gEW"， 则 对 于 革 ET,( 放 )，Y CT A(W)， 存 在 
蕴 = 2&1(0)。Y =6c,(0) 的 曲线 c1, EC(p)，c2EC(g9)。 湛 碟 Cc(2)= 
(c1(t)，cs(t))， 它 是 以 "x N" 的 曲线 而 且 c(0) = (p,9)， 故 6 (0)€ 
7 on 唯一 决定 。 反 之 对 于 了 ,oo 的 元 Z， 存 在 诸 "x NN" 的 曲线 cE 
C((p,9)) 满足 6(0) = 2 .因为 ec 可 号 做 c(t) = (ec1(#t),c,(t)) 的 形状 ， 
ciEC(p),cy EC(9) ,所 以 ce 1(0)ET,，¢ (0) ET, 唯一 地 决定 。 这 
样 的 对 应 (ec 1 (0)、6¢ (0))e3 6 (0) 是 同 构 对 应 (参照 习题 一 第 6 题 )。 

6.， (i) x TM->M" 是 {Xx*,y*}->%* 的 对 应 ， 所 以 是 C” 级 
的 。 

(ii) 向量 场 至 在 各 点 了 对 应 以 了 ,(M)CTM 的 元 是 (P)， 故 
r(X(p)) =p。 即 将 对 看 做 映射 ， 则 xe 耻 =T。 使 用 坐标 来 考虑 ， 因 
计 = EX(%)3/3x* 是 对 应 {X*}->{X%*,&8*(%)}， 故 为 C” 级 。 

7， 关于 其 他 坐标 系 设 c 为 x*?*=x2*(t1)， 则 


dx ax dxt 

dt ax+ dt ’ 

MX 9x? dxt dx ，CX qd?xr 
dt? axaxY dt di dx di: * 


式 中 右边 第 一 项 一 般 并 不 是 0 9 必 & 4 /di* 不 满足 向 量 的 变换 规律 ， 
注意 因此， 在 PEVUNU 


a : ) 入 ( 训 ) 
di2 3X jo” di2 \ ox 


不 表示 7,(M) 的 相同 向 量 . s 
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8. 对 于 各 ^，* 在 UU 上 是 数量 函数 ， 故 可 用 和 = 5+9/3xr 作用 


"， 得 
= 二 和 = 一 Eu 和) 
另外 ， 
(dx) = Er/9Xrt dX) = Et/ON: CA > 
一 ES 一 
9， zi = -Ua 对 xl* 求 偏 导数 可 得 下 式 ， 
du’; _ 92%° dx° axP 9u, 
x BON ta aan axh 
青 根据 此 式 | 
、 OXx’! sd Axi 9 rh . ， 
10。 注意 一 2910， 一 3x7 “等 说 明 多， 
0X 928 ;。 
dx 32 


11. (iD，(ii) 由 更 的 定义 显然 。 使 用 坐标 计算 (iii)。 例 如 、 
设 T 为 (1,2) 阶 张 量 ， 设 ，{22}->{* 人 }， 则 S= 9(7) 的 分 量 由 


Y a BP 
5 ax 9 和 905 7 


2 Y 
HX/Y dx + dxe 
而 定 。 令 X=v 并 求 和 得 
dx’B dx’P 
入 a | 一 0 
S,, 0, 和 aB pT Te 者 


此 式 说 明 将 了 缩短 再 用 中 映射 而 得 的 量 ( 芷 志 ) 将， S$ = 9(7) 纺 
二 用 得 的 量 ，。 

12. 因为 曲线 c 是 从 微分 流 形 R 到 用" 中 的 映射 ， 所 以 在 它 的 微 
仓 映 射 c* 下 ， 在 目 然 标 形 2 9/3x* 之 间 有 如 下 关系 《参照 定理 
, 4) - | 
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ca( Na 9 
CE dt dx' 
13. 根据 0% = 二 wee， (0 ) 半 = (中 )*o( 由 ” )* 以 及 多 的 定义 . 
14. 因 0E7,(1) 做 为 了 的 元 ， 其 坐标 为 1 0 时 ， 故 红 杂 ): 
x4= 2X4(Xi) 变 成 从 = 从 ，7=0。 从 而 矩阵 (及 4) 的 秩 为 m。 
15. 因为 和 (0) = 革 ， 所 以 入 是 通过 立 的 T。(MN) 的 曲线 。 于 是 “ 
入 (0) = x(Y)ETx(T,(M)) 。 现在 设 全 = 中 (3/3%*)，。， 了 =m 
(9/3% ),, 那么 曲线 入 关于 了 ,( 音 ) 的 坐标 系 {7y*}》 可 写 做 Y= 引 + 
让。 故 得 


Gy、 ) mif 9 
fx(Y) -一 入 (0) \ at dy := n ( 让 ) 


dy 
由 此 形状 可 见 过 x 是 同 梅 映射 ， 
16， 设 中 Nm 有" 为 了 =X (No)， 又 设 下 = 娘 %7 路， 
{X 8 = 了 xX 人 ,yA 分 别 为 TV，71 的 决定 邻 域 系 的 坐标 。 因 为 


所 以 $4* 由 
MX 一 AAA(X) = 


而 定 ， 因 此 4 是 唯一 对 应 又 是 C* 级 ， 从 而 决定 TN->TM 的 映射 。 
册 赵 XET,N), 出 从 Oa CE) ET M), x xyv( 丰 )=p 得 nyo 中 (二) 
= 中 (Pp) = 中 "YN( 且 )。 

17. 了 略 。 


18. 因为 〔Y， Yi=( 


ne 
5 "2 ) a 所 以 国定 和， 4k 并 


将 &°=6,r， r=.° 代入 之 。 
19. 咯 。 
20. 使 用 下 了 ,2 的 分 量 来 计算 ， 
21.。 在 种,} 下 恒 将 积分 曲线 变 为 积分 曲线 与 向 量 场 Y 在 中 ,下 不 
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变 等 价 。 然 而 根据 歼 曼 几何 的 p.49 知 


£xY = a ),., = 0<> $Y =Y. 


) Fa 398“ 95 _ 
22 FO = Er + i -6 2 


23. (i) 从 ®, 9 线性 人 性质 可 得 . 微分 (ST)=®B,(S)®,(T) 可 
得 (ii)。 

24. 使 用 分 量 计算 。 

25. 例如 对 于 (1,1) 阶 张 量 S ， 将 和 cxrS= 至 xgyS- fy xs 
使 用 分 量 计算 之 。 

26. 运用 计算 ， 

27. 将 前 题 (3) 的 hk 以 h+ 名 代替 之 ， 展 开 右 边 

28、。 因为 ¥ xhY = (xh)Y +hfFxY， 即 

Ex Chn) = CE xh nt hg x 


成 立 ， 所 以 
CY,hYI= (Exh)Y +hCX,Y). (GD) 
以 作用 之 得 / 
hrX,hy y=h( Fxh)Y + hc yy (2) 
其 次 在 (1) 里 以 hX 代 于 得 | 
ChX,hY)= (Pexh)Y + hhX,YY (3) 


29. 仿 射 坐 标 系 {x 人 } 是 直 交 坐标 系 {z} 经 
X=anxt+b, det(eD)ss0 
而 得 的 ， 故 令 (CN)” = (cc. ), 则 得 


OX oxd 


BA x B= CCcn bop= 本 Cc 《常数 )。 


30， 设 g。 是 关于 任意 坐标 系 {x**}，g 的 分 量 。 在 考虑 BO 


dX 9x/ _/f 3x 


8 令 au=( 一 5 ) 。 只 要 证 出 存在 坐标 系 {2} 
dx° oxP ”7 ax° Jo” / 
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满足 
Bru( Pp)ar dpk = gop(P) = dap (1) 
即 可 。 设 矩阵 4 = (euw) 的 道 矩阵 为 (cu)，(1) 的 两 边 与 cores 作 积 和 
可 得 与 (1) 等 价 的 

gpo(p) = Cpco", (2) 


故 如 存在 满足 (2) 的 正则 和 矩阵 (cw*)，。 问 题 就 解决 。 原 因 是 从 (2) 可 得 
(1)， 根 据 X= arrxt 决定 的 坐标 系 1% 站 就 是 所 求 的 。 再 者 ,在 7, (MM) 
任 取 标准 正 交 基 { 革 (,}， 设 其 分 量 为 cp*， 则 由 定理 4.3 知 (2) 成 
立 。 攻 在 忆 存在 坐标 系 满 足 gr.(P) = 0),。 

31. 硅 坐 标 变换 x* = X (ZX) 下 


故 求 两 边 的 行列 式 则 得 g9= (4:.z)2g， 即 g 为 权 2 的 相对 数量 函数 。 
同 理 对 于 8 人 也 可 得 到 9 =(4.z)2g/， 因 此 gy/g/= 9/9'。 g/g' 与 
坐标 系 的 选 法 无 关 而 决定 其 值 ， 故 是 数量 函数 。 
32， 在 Vi 里 {X% 中 ，4=1,…,R 为 局 部 坐标 ; 做 为 E"+! 的 曲 
面 ，S"(k) 由 
Xo 二 Mo。 Ma+ x+*i(x°) 


的 形状 给 定 。 令 由 = 和 计算 Bax = 3xi/axe， 则 


其 中 ，B 是 从 (zx1)2 + ) = 对 x? 求 偏 导 数 而 得 之 式 


: 2xz + 2x"+1B,"t! =0 
求 得 ， 


En 一 2 已 一 2.,B,°B,° + Br"''B,"t! 


二 
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过 


XX? 


=0 ob 十 《Xer+1)2 


注意 .在 上 式 左 右 两 边 ， 指 标的 上 下 位 置 不 同 。 在 张 量 表达 式 中 


不 发 生 这 类 事情 。 但 象 此 式 只 在 特定 的 坐标 系 成 立 的 式 子 中 有 时 是 这 
样 。 
33, (dxz1)2+…+(dxz4)2= (du)? + (du:)?, 


习题 三 解答 (PP,50 一 59) 


1. / 
TFT -~ - dx 9 py AXY ， ) (1) 
dX° EALE Mm Xu 37 PB 
代入 
Trp- 2% 3 和 ,ax ax FT 
ox* OX/SO%NT dw/5 dX/ py J 


消去 ，T 并 加 以 整理 。 
2， 前 题 (1) 的 变换 式 对 工 和 = 工 几 =0 成 立 的 条 件 是 2 3 YX° 


EALEM 
= 0。 解 之 得 ze = au"Xu+ on。 
3、 详细 写 出 FTw 可 见 。 4. 了 办. 
5. 设 工 为 仿 射 联络 ， 在 座 标 变换 {2*?}->{X”} 下 有 
又 张 量 7 的 变换 式 征 
Tr = 9 和 人 2XF OXY Ta (2) 


ox° DXIm OXY PY 


(1)，(2) 边 边 相 加 可 见 满足 与 1) 相同 形状 的 变 措 式 。 因 此 下 也 是 
仿 射 联络 。 反 之 ， 如 T， 工 是 仿 射 联络 ， 则 两 者 的 坐标 变换 式 边 边 相 
碱 可 得 了 T= 下 -~ T 的 变换 式 (2)， 故 了 是 张 量 。 


人 
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6 前半 ,将 了 w= 了 代入 前 题 (1) ,由 工 的 变换 式 可 见 工 也 作 
仿 射 联络 的 变换 。 后 半 通 过 计算 ，。 


7 计算。 | 
8. 首先 ， 因 为 &' i 是 共 变 向 量 的 分 量 ， 
phe 
ED = -5 ED (1 


再 来 说 明 在 坐标 变换 {zi}->{fx} 下 ，T 满足 仿 射 联络 系数 的 换 
式 。 为 此 ， 衬 (1) 村 EA ei)" = Ei)° 代入 


. {i} 
Fr 895 
上 凡凡 Ce) 3X AL 


并 计算 之 。 
9， 假设 存在 工 合 得 全 体 全 平行 ， 则 
cp = + DEi)” = 0 ,3 一 ] ,… ‘i, 


成 立 。 乘 以 Eo 并 关于 7 求 和 ， 则 


QE 时 
[= -Eo (C3) Ci) ee z 


9x% | 
然 罗 5, 站 5 5 01) p= Bib A 求 偏 导数 可 得 z 
; dE f __ .9E ,7 
中 下 = 一 5 


正好 是 前 题 的 了 。 
10. 计算 右边 。 
11. 计算 右边 。 
12. (〈i),(ii), (li) 根 锯 微分 } 方 各 
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人 0 (1) 
的 线性 性 质 与 解 的 唯一 性 。(ivy) 是 因为 ， 根 据 (i) ,(ii),(iii) 知 c 是 
一 对 一 在 上 线性 映射 ， 

注意 ， 因 为 (1) 与 :和 =0 等 价 ， 所 以 有 与 局 部 坐标 系 的 选 法 无 
天 的 意义 、 因 此 ，、 既 使 c 不 在 一 个 坐标 邻 域 之 中 ， 将 微分 方程 的 解 连 
起 来 即 可 , 

13， (i) 证 明 习 满足 群 的 公理 系统 : (@) cso(c,oc1)= (css。 
cs,)oc， (0) 存在 co 使 得 csce = coec =c. 《ce) 存在 道 元 c” 使 得 cec” 
=c~ioc= =co。(4) 根据 前 题 (1) 中 微分 方程 的 解 的 叭 一 性 。(5) 取 
c 为 长 度 是 0 的 曲线 (ce) 取 c™' 为 与 c 反 向 的 曲线 。 

(ii ) 任意 取 定 一 条 连结 p,， 9 的 曲线 Y。 对 于 EH, 
Y !oc/oY 是 通过 2 的 闭 曲 线 (p->9->49->p), 故 Yo。c/oY€ 机 ,。 因 为 c/ 
->Y-ioc'oy 的 对 应 $9， 是 ,> 是; 存在 道 峙 应 6->Yocoy”! ,所 以 是 在 上 
一 一 对 应 。 又 因 中 (C1)e 中 (es) =(Y™'oCl /oY)o(Y oC/o¥)=Y cl 
ocs/o¥ = 中 (C1400,) 成 立 ， 故 为 同 态 ， 从 而 是 同 构 映射 。 

14。 因为 坐标 变换 是 %/'= x/(%1)， 2 = xz) 的 形状 ， 运 用 
此 式 证 明 忆 必 满足 仿 射 联络 系数 的 变换 式 .. 

15. 首先 因 信 = 下 ”， 故 
haf =d, aloh 一 Oh， 
(i) 计算 (Vx 有 (4)) 的 分 量 得 


kaEPY pC hu,) = so( eh Lp,u ) 


XB 
式 中 令 
1 9h ep 
下 = he (og + TH hr) 
整理 之 得 


Tp = Vp, — (Vehe) ke 1 1 
因为 (Vphr)k。 是 (1,2) 阶 张 量 ， 所 以 工 也 是 仿 射 联络 。 


一 133 一 


(ii ) 根据 计算 得 Vt= 一 (Fex) 大 ojar， 

(iii) 设 刀 对 称 ， 则 六 也 对 称 ， 这 时 

heahst = jrj = Bar 

故 Pr = -Pa pha 

(iv) 与 §11 例题 4 一 样 。 

16，(i) 在 3811 例 题 5(ii) 里 令 y= E(x(1))。 
(ii ) 在 (i) 里 设 他 = x 
(iii) 令 f°= 本 则 f°* 是 74 的 国 数 。 


9 0 9 
B,, ,, 已] = [a + f° ye 3 


- [3 ) fe 
dX” 3Xu A ye pp 


3 9 、 
四 B_ 0 .G0 日 
| dx 人 dyP J+(# aye Af 5 


249 f° = 一 | .Ye 代入 之 得 
od 
BoysBo) = Ky i. 


故 对 于 任意 的 XA, 了 9 CB,,,,B.,,}=0 成 立 的 条 件 是 人 we“= 0. 
17。 在 了 :2(8xnE Su) = (28hn)5E8 +T28MnEiP :Er 里 今 了 >8= 0， 
则 得 上 为 度量 联络 (VY :2g = 0) 的 充 要 条 件 (i)。(i)=>(ii) 根据 | 玉 
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18、《〈i ) 因 为 1 Mb = 0， 所 以 道路 是 j=0- 的 解 。 解 之 得 
= gM 二 从。 故 为 直线 。 
(ii) 因为 £ 的 度量 张 量 为 ds 所 以 


Bi = Tbe ~ Ty,dye = TT 


故 若 在 和 ,bh,Y 中 有 相等 的 ， 则 Vad = 0 再 根据 四 
F ,5 = 一 工 2 一 工 : 1 =0 | 
等 可 见 总 是 buv= 0。 
(iii) 因为 2$,w = -THT = 2 所 以 SG， 2) 的 分 有 量 
是 = Sh SuvE!m = To, En", 故 得 


ci1=T, ‘Em _ 站 + TL m2 二 E2n3 ~ Esn2 
同 理 得 / 加 
IE? Es mi 8 
Es ms | Em i 


故 SCX,Y)=XxY, 
19. (i〉 因 为 人， Z> 是 数量 ， 所 以 


XY ,2)= bY, 2Z) = BV,Y, 2> 


-VxkY, 2Zy = (VxY, Zy + 人， PxZ). 
(ii ) 在 $13 秽 题 3(1) 里 S(X， Y)=0. 
(1i1) 根据 (1)， (ii) 得 
XY ,2 = VxY, Zy+(Y, Px2y 
~ 7xY,2)+ 《人 天 2 证 + 及 ， 2 办 
循环 交换 XY 一 了 ->2 一 了 ,再 计算 (iii 的 右边 
DEV ff.. .02% 3348 3XY 


2 ft er Ax A%Y ed 
令 和 = 并 求 和 得 


1 9X1 和 机 xi 92%° 
AN = ATtoav 人 xc 3X7vaXA 


“ 本 
i 
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然而 根据 8 9 例题 2 的 〈5)， 最 后 项 变 成 下 式 。 


dx 9 QOX° 1 94 
人 log 
dx° dx!" ( Ox ) A 3%4 i 14|. 


别 证 ， 在 坐标 变换 下 9= det(g;,) 变 为 g = 42g。 由 此 得 


39g”′ 934 9X5 3g 
a 7 2 589 +4 Tax wo 
两 边 除 以 29 = 24 9 
和 A 1 
ji = 3 ($12 例题 1》 
21. 首先 用 归纳 法 证 明 下 列 行列 式 的 公式 。 
1+b, 1 1 
刀 = 1 1 十 D， ee 1 
1 1 1+b. 
me l 溃 雪 沁 1 P| 
= (1+ 6—+ + Bb- ); b,, : (1) 


当 n=1 时 得 1+b =(1+ BE—)b, 结论 正确 。 设 n 时 正确 ， 证 明 
n+i+l 时 也 正确 。 将 


D.,,= 1+0i 1 | 
1 seo ve see， 1+b 


沿 第 n+L 行 展开 得 
1] 1 1 
D,,=(—1)"1 +b, 1 1 


4 1+6, 1 
1+6b, 1 。。。 1 | 
1 1 ,. .。 1 
+《 一 1 1 1 二 Do， 1 
] 1 1+b, 1 | 
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+ 一 1 (1L+oi)D . 


(2) 


然而 在 右边 第 一 项 的 行列 式 里 从 其 他 各 行 减 第 一 行 并 化 简 之 得 


1 14.|I1i* 1 
; b, 0 0 

i+ 2 Le 1 = 0 0，0.………，. 0 
1 1+b, 1 > 


上 
Au 
| 
i 
Nm 
一 至 
1 » 
dp 
~ 
bb3 
> 


| b, 0 0 
1 1 es 1 
0 bb ee 0 =( 一 1)"0D3…pD 
10 nb 0 


把 这 些 代入 (2) 则 得 下 式 。 


了 一 { 一 1)2a-18 .十 ( 一 1)2n+1b DeD + ,i 


+(—1):"(1+6,:1)D, 


= { 一 20 一 DoD 一 "0 beeb,, + (1 + 6b.+1)D, 


- -二 二 二) 0 


1 


. 5 1 二 ob, | 


b, 


0 | Br tT 5 ) bs ， - l 


故 (1) 得 证 . 
再 者 。3"(k) 的 度量 张 量 为 - 


_ ox 
6€,5= ob rie 


， TT .， ， 
| ” 二 ; 


歼 仿 : Me/ Wety 1 一 C 则 ¢ i 本 


Bab 一 5。 十 Cocb。 
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9 = det(g,,) = CC 1 十 C 2 soovosene CC 
CnC 1 CnC 2 l+c,” 
1 cc C» 本 本章 硬 四 下 要 由 宙 C, 
C : 
1 
e 十 Co C 
一 C ; ‘Cn . C 
1 
Cc 1 C» 出 汪 业 天 有 C 十 Ch, 
tl 1 
C | 
2 1 1+ LL ee 1 
=(《 CCs) Cs» 
1 1+— 
Cn 
= (ci…cn)2(1+ci2 二 十 Co2 ) 3 ed 


=1+c1?++C,? 


2 (CX")? Ek? 


_ (%') | 
-1 re 


因为 2 二 0， 所 以 
-一 k 
V9 = tie 


22.。 在 平行 移动 下 ， 向 量 之 长 不 变 ， 故 c，7,(M)->7,(M) 是 正 
交 变 换 。 因 为 已 经 知道 齐 性 和 乐 群 作成 群 、 所 以 是 正 交 变 换 群 O6Z，) 
的 子 群 。 
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23， 邻 t = geetha， 则 Pb =0. t= (tx*) 可 看 做 T,(M)->T, (MY 
的 线性 映射 。 设 “ 为 通过 一 点 了 的 闭 曲 线 ， 沿 c 转 一 周 的 平行 移动 
记 以 ec: 7T,(M)->7T,( 导 )， 则 cEHH,。 然 因 了 ,i = 0， 故 对 于 任意 的 
四 CE7 ( 慑 ),cot( 罚 ) =toc( 王 ) 成 立 . 现 在 令 iT,(M)) = U， 则 e(UV) = 
cot(T,) =toc(T,)=i(T,)=V 成 立 ， 故 U 为 了 。 的 不 变 子 空间 。 然 
因 五 ,。 既 约 ， 故 UVU=1{0} 或 U=T,。 当 UVU=10} 时 ，t 在 p 是 零 张 量 。 
因为 上 是 平行 的 ， 故 如 在 一 点 是 零 张 量 ， 则 必 恒 为 0 ， 因 此 设 a=0 
时 tw = agw 成 立 。 当 = 了 T, 时 因 上 为 同 构 映射。 故 矩 阵 上 = (txX*) 的 
秩 为 n 。 今 在 讨论 中 的 点 7 了 设 4=Pp(7) 为 矩阵 i(p) = (tx(p)) 的 特 
征 值 之 一 。 因 tw 对 称 ， 故 6 是 实数 ， 因 此 令 如" = tx -a5x， 则 有 :为 

(分 量 为 实数 的 ) 张 量 而 且 了 x= 0。 到 目前 为 目的 讨论 中 以 有 代 
t， 则 得 hx = 0 或 (hx) 的 秩 为 有 。 然 因 det(hxr) 在 Pp 为 0， 故 Ch)*) 
的 秩 不 能 为 &。 于 是 ii =0 在 了 成 立 。 因 入 平行 ， 故 Ai = 0， 即 办 
~ 00 。 

24. 2hoPy Vpu, = hoBy 7 pu t+ hoyagVou 

= ho (VV ot 一 Fi) = ~ hod Rap us 
对 于 二 也 一 样 。 

25. 根据 Rsvo 关 于 和 ,hisvyo 的 反 称 性 。 

26， 从 Risve= - Ruvo= -Rwov 可见 ， 只 要 知道 Rwvo 当 <<hy 
v<o@ 的 情况 即 可 。 其 数目 是 
n(n— n(n n2(n—1): 

TD x (1) 
而 式 子 Ryvo + Ravwot Rovo= 0 的 数 肯 对 于 各 ® 是 入 RoyY 的 组 合 数 
C;， 故 有 


nl n= -1)(n~-2) 


nx Ca= ma 6 。 《2) | 


Rpov 出 


Rvo = 人 用 wo | Rapo 


而 定 《如 在 右边 Me 则 使 ~ Riwno = 一 Ruyo) ,因此 只 要 知道 从 (D ) 减 
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夫 (2) 的 分 量 即 可 。 故 其 个 数 是 


12( 有 一 1)2 n(n-D(n-2) - (2 一 1) 
4 6 112 
27 今 
(Cs 一 B(XE+SZC 了 上 +) 
= R(X+SsZ,Y +iW, +sZ,Y +itW), 
F,(s,t)=B(X+sW,Y +tZ) 
DUA A 分 别 | 关于 ,是 二 次 式 ， F, ~ 下, 的 形状 是 
ast2 bst +cst: +dst tes+ft+g,. 
上 赵 得 
(Dec 
因此 只 求 F,,f, 于 st 的 系数 即 可 ， ff 里 st 的 系数 是 
R(X,Y,Z,W)+R(X,W,Z,Y) 
RZW,Y,Y)+ RZ,Y,X,W) 


=- 24 民 (下 了 了 ,DZ WW)+ RIZY, XW (1) 
在 (1) 里 交换 2 与 天 即 得 下 , 里 st 的 系数 


{R(XY WZI+RWYX,Z)} (2) 
求 (1) 一 《2) 得 
d= 4R(X,Y,Z,W)+2t rR(Z,Y,X 7) ROW, y ,2)} 

然 因 
RZ,Y, KW) 了 
=R(Z,Y,X,W)+R(X,ZL,Y,W) 
= ~ R(Y,X,2 ,WW) = RX, 7 ,Z PD) 
夏 d=6R(K,Y .2 ,py ). 
28， 没 革 ,=(50) 为 了,(MM) 的 标准 正 交 基 ， 则 RE E+ 0。 


然 因 g**= SEE 改 


和 
i 二 i 
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0 一 > REnE,r= Rug™=R. 


i 二 1 
29。 令 给 定式 子 与 g*” 作 积 和 ， 则 得 PR+2V+R =0。 另 外 根 
据 (13.10) 得 FR=2V,R， 由 此 得 YR=0。 


30. 了 略 , 

31. 路 。 

32.。 注意 gu 满足 Bio=8o=0， Bij 只 是 XX "XX 的 国 数 再 计 
算 . 


33. 就 (1,1) 阶 张 量 计算 之 。 

34， 设 (=643/3x* 在 点 Pu 线性 无 关 而 且 7 ,i* = 0。 因 在 平 
行 移动 下 线性 无 关 性 被 保存 下 来 ， 故 在 各 点 线性 无 关 。 因 此 在 各 点 和 抵 
阵 (&2)》 正则 。 另 一 方面 了 .8&* = 0， 故 由 前 题 得 z 

VV vE;" 一 VE 一 KE," = 0, 
故 将 hv 任意 国定 下 来 ， 令 6.= Kee， 则 得 as =0。 由 正则 性 
得 a。 = 0。 因 为 对 所 有 指标 长,w* = 0 成 立 ， 所 以 是 平坦 的 。 

35， 设 于 为 p。 处 的 任意 向 量 。p。 与 其 他 点 9 的 连结 曲线 设 为 
ciyc2y 分 别 沿 这 些 曲 线 平行 移动 于 到 9 而 得 向 量 根据 假设 相等 。 故 
从 下 ECE7， (MD) 在 各 点 4 可 唯一 地 定义 同 量 ,在 导 * 上 构成 平行 同 量 场 . 
因为 于 是 任意 的 ， 故 从 pu 处 的 于 个 线性 无 关 向 量 4 可 作出 zn 个 
平行 向 量 场 ， 由 前 题 知 是 平坦 的 。 

36. 了 略 。 

37、 显然 8 是 对 称 二 阶 共 变 张 量 。 以 下 证 明 它 是 正定 的 。 令 
En 一 hEe 则 

B/E'Er 一 go85/E/B0. 
式 中 等 号 只 在 5 = 0 时 成 立 。 因 为 再 = (hr) 正则 ， 故 =0 杜 5 = 
0 等 价 。 于 是 8/ 也 是 黎 曼 度量 。 
后 半 注 意 和 =1”= (kr), kaohat = hk t=0r, BA ek 人 
再 计算 。 
38， 因为 P 包 =0 ， 所 以 从 了 ve* 一 V5* = Rerée 得 Ro 
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=0。 和 与 x 缩短 之 得 Res = 0、 特别 在 爱 因 斯 坦 空 间 里 (Kf/n)s"= 
0， 故 如 Rs0， 则 到 = 0， 


39 . 令 A 一 Au gh 则 Zr 一 RR (KR®/n). 然而 在 


Zw2* 宕 0 中 只 有 Lr = 0， 凤 为 爱 因 斯 坦 空 间 时 才 成 立 
40. 讨论 了 2,= kgpy+ Vivby 的 可 积 条 件 ; 
Vi vo ~ Vv = ~ Rv (1) 
因为 
VV av =VAV Vy + VV Vy = hg vy t+ EADs) + 20,V VD, 
故 (1) 变 成 
kBAvD — gvd)) 一 — Rivvwve, 
对 于 所 论 常 曲 率 空 间 ， 此 式 乌 成 江 。 
41， 对 于 1=1，… 有 一 1， 


,$7 = \ (i 不 求 和 ) 


其 他 全 是 


人 因为 (nDp(X) = Es 与 无 关 ， 令 (nDp(X) = 


us 站 分 了 圭 得 (Ra 一 0 。 因 Ex 任意 ， 故 得 R， = 0g 
43. (1 荆 ) 如 =2， 则 


| Ry = ~ a(X) (BB — gunvBo) . (1) 
形状 的 式 子 恒 成 立 〈 参 照 歼 曼 几何 P.86)。 改 得 
R,,= (nC— Ta(%)e, = K(X (2) 


(ii ) 在 二 维 爱 因 斯 坦 空 间 里 ， 由 定义 知 f(*) 是 常数 。 故 由 

(1) 得 常 曲 率 空 间 。 大 次 学 度 二 征 爱 固 斯 起 空 同 。 在 一 所 情人 入 
介 ， 所 以 有 0 
~ J Ri = a | 
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的 形状 。 再 导出 (1) 的 形状 即 可 。 因 为 是 三 维 情况 ， 所 以 只 考虑 
R,,12, Ri,,, Rs Rs R23 R12 


名 可 。 因 用 = 2 Riisi, 帮 


从 4a=a 得 有 +Ass= -a， 
从 R,,=6G 得 Rt+ Rss= -4 
从 R,,=a 得 Rs 二 Rys= -4。 
由 此 得 . / / : 
Ri,,= Ri = R= — 0/2. 
再 从 R=0 得 R= Rs= 0。 同 理 Rns= Rs= Rss = 0。 放 关 于 基 
底 { 息 ;}， 
, Rj = — (a/2) 06.0;1 — Oi103s) 
成 立 。 如 作 基 底 变 换 {4X;} 一 {43/3**}， 则 上 式 变 为 
Kpvo = 一 (2/2) 8 Serv8ho) 
改 为 常 曲率 空间 。 

44. 因为 是 二 维 情况 ,在 9= det(Ein) = gugn 一 (802， 在 坐标 变换 
TX ~>{TXY/ 让 下 ， g’= 4A*g, A= det(3x/3x/)， 故 对 于 分 子 证 出 Ri = 
人民 即 可 。 

45， 设 肢 "= rx 及:(n=r+s) 为 非 平坦 常 曲率 空间 ， 则 

Rv = 一 ACE 一 Borox)， ps (11) 
关于 于 的 决定 邻 域 系 {X*} = TY Xe 写 之 ， 于 gis = 0， Riso*=0 等 
可 见 (参照 问题 32)，(1) 与 


Ri = ~ kgid;!l -gndil), (2) 
Rp: = 一 ACE 一 Bi (3) 
等 价 。 然 而 从 (1), (2),(3) 得 
R R; R, 


Pe 


-了 下 一 1) rr-1) re 1 
再 由 第 32 题 (iv) 知 及 =R) + RR,。 这 就 发 生 了 矛盾 。 
46. 用 前 题 的 记号 ， 设 于 有 为 爱 因 斯 坦 空间 ， 则 
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R xR 
AR, = Bit, Rs = — ~ bob (1) 
可" 为 爱 因 斯 坦 空间 的 条 件 Rw = (R/n)g'w 与 
R;; = gi R,, = go (2) 


等 价 。 比 较 (1 ) 与 (2 )。 
47. 使 用 前 题 的 符号 。 以 ”的 利 齐 张 量 i 的 分 量 是 前 题 的 ( 1 ) 
与 Ri,。 = Ri = 0。 说 明 PhR。, = 0。 例如 在 M' 里 的 共 变 导 数 用 7 表 


示 ，。 则 
VR,, 一 一 一人 一 Rs haR 
= Re i Ri = R=0. 
p,R, = Ri -| MIR - 到 (Rn 
=0- fi RB ~ 0 Ro, — ja js=o 
以 下 同 理 可 得 。 


48。 设 工 = ( 忆 )， 工 = ( 平 ) 为 To(M) 的 单位 向 量 而 且 互 相 正 交 。 
今 i = Ent 一 am = 一 tr, 则 得 
bt = 2, RvotittYo = A4R voE ME'n 


了 AR Ya 
故 — ee = 一 2 人 onvosmrsme = 2p(A, Y). 


于 是 a<2p(4X, Y) 和. | 
49. 因为 节 ,cos0 + 年 ,sin0 是 与 了 ; 正 交 的 单位 向 量 ， 故 
1(0) = p(4;,， ;COSO + ,Sin0) 
= R(X,， 夺 ;COS0 + 蕴 ,Sin09， 了 ;,。 蕴 ;CoS0 + 于,Sin9》 
= Pi;COS’0 + p;, sin 20— R,,;, sin20. 
因为 1(0) = pi; 是 临界 值 ， 所 以 六 (0) = 0。 然 因 
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学 


1 (9) = -2pijcosgsin8 + 2piySinbcosb- 2R;,,,cos20 


0= 产 (0) = 一 2 人 is 
注音 ”这 时 f(9) = pijcos26 +piisin28= (piij-pi)cos29+pi 成 
立 ， 故 如 pi; 为 最 大 值 (最 小 值 )》、 则 pi 为 最 小 值 〈 最 大 值 》 。 
50、 取 P(S:，4:) 为 P(4i，42) 在 pp 的 断面 曲率 的 最 大 
者 (在 p 处 的 标准 正 交 系 ( 了 了 ，Y ) 的 集 按 自然 拓扑 是 紧 致 ，p( 了 ,了 》 
是 这 里 的 连续 函数 故 存在 最 大 值 。 证 明 略 ) ，: 在 mM(4:， 和 :) 里 除 
了 六 ,， 蕴 。 是 标准 正 交 的 条 件 以 外 是 任意 的 。 设 pl( 耳 ,， 革 ,) 的 正 
交 补 空间 为 PLX，， 了 车 ,)。 革 ;,， 了 ,也 在 其 平面 中 是 任意 的 。 现 在 对 
于 YEpl( 了 ,了 革 ,),ZE pl( 卫 ，， 轩 ,) ，P(Y ，Z) 取 最 大 值 的 Y，Z 
分 别 取 做 牙 , , 政 ;( 这 时 耻 ,， 了 。 除了 方向 外 自然 地 决定 ) 。 
首先 因为 p(X，,， 下 ,) 是 最 大 值 ， 所 以 是 下 列 函数 
p( 开 |,， 下 ;cos8+ 和 Sinb)，p( 王 ,， cos8 七 于， Sin0)， 
p( 41CcoS0+ 有 下 Si 刘 9)，p( 二 2， 入, cos6+ 评 ,sing) 
分 别 在 6=0 取 临 穿 值 。: 故 由 前 题 知 
z Ri = Ra = R,,, 一 R,,,, = 0。. 
其 次 从 和 ， 是 。 的 取 法 知 ，p( 和 4 :1， 有 下:) 是 - 
p( 夺 ,。 革 ,COS0 十 王 ,Sin9)，P( 于 。。 硅 :CO3 十 全 Sin0) 
在 9=0 的 临界 值 。 故 也 得 
Rs = 一 Rs = = 人。 
51. 在 四 维 爱 因 斯 坦 空间 里 ， 在 点 p x 于 任意 标准 正 交 ， 
Pis=P;4> Pi 三 Ps p14 = Pas . 
成 立 (参照 $14 例 十 2) 。 另外 
Rj = DR -Rb, 
故 对 于 j=2, k=3 
Riast+Ro=0。 
取 前 题 的 标准 正 交 基 ， 则 | 人 = 0, 故 R= 0。 同 理 关于 这 种 莽 底 
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可 得 R,,,, = Rs = Ras = Rs = Rs = Rss=0 
故 盟 率 张 量 的 分 量 
Rs R,,,,, R,,,; 
与 pi; = p(X,, 在 ,) = 一 R,,,; 以 外 全 是 0。 其 次 因为 选 的 基 展 使 p ,。 
最 大 ， 所 以 
p(a 下 +，c 生 ;+d4) 委 pi: 
对 于 qa? +62 闪 0。c? +ds 关 0 的 任意 4，b，t，d 成立 。 由 此 得 
— R(ak, +bX,, ch,tdX,, a¥,+b¥,, cX, +d¥,) 
<pisat +0)(c +d’)., 
将 左边 展开 之 ， 
左边 =a?c?p,, +t+a’dip,, +b?:c’ps,+ bd?p,,— 2abcad (Ri + Rois) 
= (ac: +b2d2)p,, + (ed +b?c?)p, ,+2abcaC Ri ~ Ri). 
故 得 / 
2abed( Risss — Russ) < Gard +D2c)(pis 一 Pi)。 (1) 
因为 a,6,c,4 是 任意 的 。， 故 令 2abcd = a’d?* +b2c? 即 ad -pc=0, 册 
Riss— Riss<p12~Pise 
在 (1) 中 以 -2 代 6b6， 同 理 得 
~ (Rs— Riss) P12 -Piss oe Rs — Rl<Pp,), ~Pp,,, 


其 他 不 等 式 由 
pla + bX,, CA +d,)<pis3, plak, 4 bX, Ck， +QG 有 7) 二 pi， 
同 理 可 得 

52。 在 瑟 了 ，2Z 张 成 的 三 维 空间 里 ， 取 PP，Q@ 人 使，P，C 
为 标准 正 交 系 而 且 可 号 为 

Y=aX+bP, Z=at+cPrdQ. 

《于 ，Y =a,，《 硬 ，2Z>=a,， 又 内 假设 知 ( 太 ， 了 )=〈《X， 2Z)>0, 
故 a=4a/>>0, 
因为 pi 下， 了 )= pl 五，P)， 所 以 


pA Py=A0, | (1) 
又 因 pl(X，cP+d0)= pli(4,，4)， 故 / 
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p(X, cP +40)= 706. (2) 

另外 根据 $ 14 例题 3 知 
[Ri 二 Jp 一 48 | pi 一 5 

故 对 于 满足 

《于 ，U》=《P, Uy=0 (3) 
的 U， 令 率 = X;,P=X,,U=X,, 则 pi;=p( 人 ,PP)= 人 0 故 Kiiis=0。 
即 对 于 满足 (3) 的 单位 册 量 UU， / 

R(X,P,X,U)=0. (4) 


同 理 得 
R(P,X,P,U)=0 (5) 
((4)，(5 ) 也 可 从 第 49 题 求 旧 ) 。 其 次 从 ( 2 ) 得 
18 -RSAcP+deC ,4 ,cP +d0) 
c*+d? 
~ CROA,P,A,P)+2cdR(X,P,X,0)+d RA,O,X,0) 
c+d? : 


去 分 母 并 用 (1)，(4) 得 : 
(cz +d2)458= cp(X, P)+dip(X, 0)=cA8+dip(X, 0). 
由 此 可 见 
p(X,，0)= 5/6, : (6) 
与 求 (4 )，( 5 ) 一 样 ， 对 于 : | 
《和 ，U>= 《<Q; U》=0 
的 U， 从 (6 ) 可 得 / / 
ROX, O, KX, U)=R(O, XY, 0, U)=0 (7) 
其 次 计算 
R(Y, 2Z, Y, 2) 


"7 TYTNZR-Y, 2 


分 母 =(C2 +b?)(a? 十 C2 十 2 ) 一 (G2 +bc)? 
=G2d2 +b2d: TD 一 C)2。 
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分 子 =R(Y, 2, YY, 2Z) 

= R(ak +bP, aX+cP+d0, aoX+bPp, oF +cP+4d0)., 
展开 之 ， 使 用 ( 4)，( 5 ), 《7 ) 再 通过 复杂 的 计算 得 
R(Y,Z,Y,2)= -a:(b—-e)p(K,P) -aa2d2p( ,0O) -bdip(P,0) 
于 是 
2(D -cy2484+02024J5+D2d2p( 卫 ， CO) 

0202 二 bp2d2 +C2(PD-c)2 
然而 根据 假设 p(P，0) 和 A5，3 一 1， 故 46 二 I4。 从 而 P(Y，2) 专 
-10- 一 了 


plY, Z) 一 


习题 四 解答 (ppP。69 一 77) 


1. 由 (15.11) 知 X= (1) 为 仿 射 开 玲 稚 向 量 的 条 件 是 
Ef xT, =V ,VE +2S.vE) + KevE:= 
此 式 关 于 是 线性 的 ， 
Faxtrorl ee Lox tt EorT i =a xlw, TO = 0, 
2 根据 假设 ， 


从 》$15 例题 1 知 
F cr = x¥ i 由 和 7 二 0 
3 (i) 因 Fof=31/3xs， 故 显然 。(iiD，(iii 记 与 下 列 (iv) 一 样 。 


“ka 2 dE 
Gv) xT 2 OX ET dx"" 
然 因 


+ To 


i 0 了 7) < € 上 K K e 
Pa xe ~ are | fm ls， 
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Ex PT ~- Te dan Tr foe {Tos ) 
+ Tan (Ps 一 $l )+ Te (vis: -jl!s ) 


-Tis (Fa 一 人 ) 
= Ep aT pn + To VE + Thay iE — Tu os", 
4 Gii) ;i 
VP xT = ET + Ta ,EE ~ TVoE") 
= 7,E7 Ta + EV aT +V Tar ,Er + TeV VE 
VT uae ~ TE 
PTT = Epo7 T+ 7aT VE +P TP Ee VT 5 。 
边 边 相 减 得 
PAPxTw ~ Lx? Ty = EV oT Vor DT) 
+ Ta 一 To aE 
= Eo( — Rao T+ Roe Tb) + TV LE 一 
~ TV Se = ~ TeV .SE — Roeb°) 
+ TV bE — Ran'E®) 


= 一 7 + nl- 


(iy) 因为 了 ,人 xgvo =V Vi&a+Voss)。 所 以 
VAL xB vatV af xga -Va x 
= 所 ,FE 十 ,FE +7 ?Ea + 7 aE ~ Va EE, — VoV 8, 
=VV Eo t+ Ea + VYab, — To EE) + (VoEy— Vo ,Ee,) 
= (VV Eo ~ RuaEe) 十 FF Ea — Ryoy'Es — Ruave. 
=27 ,7 Ea — (Ra + Ry + Ruave) Ee = 2(V a ba — Rus’) 
由 此 得 (iv)。 
《Vv) 左边 =FAPFF.Ee + Row) VV E+ RovE') 
= (PAP, VOV EE: tPA RE) — VCRevE') 


f 
wv 
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一 一 RV Er 十 RueV ,Es + V ARE: 
十 Rr,E: 和 V RevEs 一 LS 
再 使 用 比 安 基 恒等式 、 曲 率 张 量 的 性 质 加 以 变形 . 
5。 因为 4“ 划 久 } = 0， 放 由 前 题 (v) 得 多 xRww* =0。 又 因 缩短 与 


李 导 数 可 换 ， 故 忆 xy = 0。 
6. 因为 


pr}? = 了 FE + RavE* = 0. (1) 


所 以 与 g*'' 作 积 和 并 由 grV = ，gov Ra = Re 可 得 (i)。 其 次 在 
(1) 里 关于 与 Y 缩短 ， 则 由 Rs =0 得 (ii)。 
7. 根据 (15.11) 
PV E+ 2S.E:)+ KE:=0 
展开 之 得 
_ 95 十 《Je 0 十 《.… )a Er = (1) 


的 形状 。 故 如 对 (ph，) = (38o/3axa)(po) =0， 则 (328*/3xr9x'),, = 0。 
其 次 将 ( 1 ) 对 29 求 偏 导数 则 得 
93E) 35“ ake 2 

Braman + (edx + )e dxo +(e =0 
的 形状 ， 故 (33E*/9xrt3x*9X%°)。,, = 0。 以 下 同 理 ， 

8， S97) 的 华 标 邻 域 Var 以 及 Uj! 在 2 上 做 为 点 集 是 相 
同 的 邻 域 ， 这 里 的 点 了 有 两 种 坐标 x° 与 % = -% (参照 习题 二 第 2 
题 ) 。9"(E) 关 于 %* 的 度量 张 量 是 
Xox? 
gb = Oop 十 2 
关于 %* 是 

3 . %’ 起 _ MX 

€ 105 = GD Tx 1 )? 0.5 十 (xX"+1)2 


故 关 于 坐标 变换 4% 一 {%"} 
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9%? 9% 
Za dd ~ ~ 0.°)(— — dg = 806= Bo 


成 立 ， 把 这 此 看 人 P" 的 度量 并 无 矛盾 。 

8. 因 关 于 等 距 映 射 在 各 点 .PP， 吃 是 从 了 (于 ) 到 了 .oo(CMND) 的 
正 交 映射 ， 故 与 8 4 的 讨论 一 样 从 | 站 + 工时 = bsCX+Y)||? = 
| ss( 有 下) + 了 )|? 得 (是 ，Y)》= (本 )， 中 (YY )》，。 

10。 因 中 为 微分 同 胚 映射 ， 故 可 取 局 部 坐标 使 得 在 中 下 对 应 点 具 
有 相同 坐标 。 设 了 = (Pp) 则 诱导 度量 g = @B(8) 由 g%w(P)= 8&1in(P) 


而 定 。 故 = 和 红 说 明和 ,的话 导 联 络 与 关于 6 的 表 归 联 


络 一 致 。 
11。.。 使 对 应 点 县 有 相同 坐标 则 | 
g in(P) = BaalB), =f 
故 曲率 张 量 , 利 齐 张 量 在 对 应 点 也 有 相同 分 量 , 因 此 RCp) = RK(F). 
12， 设 由 {及 "，g}>{ 服 "， 吾 } 是 等 距 映 射 ， 使 在 下 的 对 应 ， 点 
具有 相同 坐标 ， 则 


入 入 _ 
gr(P) = gi1(P), 人 = 所 -» Raw p)= Ral p). 


再 设 下 = ( 久 )。 因 由 ( 互 ) = ( 妨 )， 故 记 下 = 4w( 节 ) 则 R(X，Y， 芒 ， 
了 ) ,= RR( 革 ， 了 了 ， 蛙 ，Y 了 )5。 又 因 上 X= 上 入，《 旱 ， 了 > = 《 守 , 了 )z 成 
立 ， 故 得 

R(X.Y,X,Y) 


XY 二 
Pl oT EY TY 


上 人 


=p( 喝 ， Y )s. 
13,，(i) 设 4EGG; 则 gs 是 了 (MD) 的 正 交 变换 。 再 对 于 中 ， 
YEG,, 因 中 "是 和 Co 故 (qo) EdG,. 现在 根据 ets = (Ho) 定 、 
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义 和 与 $e 的 积 ， 则 4dC， 关 于 这 种 运算 成 为 D(T,(M)) 子 群 ， 

(11) 由 前 题 知 pC(4,， 了) = p(s( 玉 )，gs( 了 )) 在 Pp 成立。 现在 
设计 ， 了 ; 星 ,， 了 分 别 为 了 ,( 衣 ) 的 任意 标准 正 交 系 。 这 时 由 习题 一 第 
39 题 知 存在 bsEdC，, 使 得 叶 = 中 (下 )， 了 = 和 (了 )， 故 p( 瑟 ， 工 ) = 
p( 双 ， 了 )。 因 此 ， 疡 面 曲率 在 疡 与 巴 ， 了 的 选 法 无 关 。 因 pp 任意 故 
M" 为 常 曲 率 空 间 。 

14. 如 | 开本 = 二 8 在 点 po 取 最 大 (小 ) 值 ， 则 由 8 16 例 题 2 知 
在 pp。 J 下 在 上 任意 的 点 


0 = —— wh (5) = PEE,) = 25 5 一 一 ap 1 
po 然 因 c 为 宗 的 积分 曲线 ， 故 看 =dx*/d:。 于 是 得 
0 dx 
Bt. di | 
和 “为 天 名 


， 公 并 进 变 换 群 th 小 诱导 的 并 进 开 玲 向 量 为 下 ， 则 由 定义 知 

il- = 一 定 。 放 可 认为 在 任意 点 | 瑟 由 取 最 大 值 ， 再 由 前 题 知 轨道 是 测 

16， 开 玲 向 量 下 = (对 ) 满 足 PEs。+ 了 .5 = 0。 现 在 设 Cc ;xX*= xi(1) 
为 测 地 线 ， 则 


5 b/s di dx 8 dx 
NE FC 
dxt dx 
= (7 外 PE 0 


履 《 下 ，c) 人 在 < 一定。 
注意 。 如 上 不 是 仿 射 参 数 ， 则 一 般 并 不 成 立 。 
17. &" 的 并 进 开 玲 向 量具 有 
Es=g :x+h, d= ~ a 
的 形状 《 黎 曼 几何 $16 例 2 ) 。 然 因 
”= DEE:=— 


一 152 一 


2 
2 Bxr 
因此 在 任意 点 (ae*xs +t)ay*=0 成 立 ， 故 
Da ar =1。 


令 a=kh。 则 得 刁 (as*)* = 0。 即 ou = 0。 于 是 得 


£2 =b* 
下 生成 的 并 进 变换 通过 解 

dx* 

Cn 


得 从 {c*} 到 {%*} 的 平行 移动 %* = Bt + ce， 
18， 因 开 玲 网 量 是 仿 射 开 玲 问 量 ， 故 由 第 5 题 知 
xR =0, 4 xR,,= 0, 
男 外， 因 了 对 是 开 玲 疝 量 ， 故 
Fxg*=0 | 
成 立 . 原 因 是 在 ge**goy= 5， 的 两 边 以 x 作用 之 , 则 得 (人 xgie)gov= 0 
骨 与 &* 作 积 和 即 可 。 
又 因 尺 =g*R;.， 故 
LxR=(F¢ xet)R ,t+ es xR,=0 
在 和 = (5*) 的 轨道 上 
aR dx* 3R 


dt dt dx = sr = ExR=0 
同 理 得 
ad pi 
ee = x(RiRY+) = x(e*°grR, Rop) =0. 
19 . uxrorg a xg +bLyg =0, 


LxvB= Lf xbye- 4 rexg=0. 
20. 由 第 18 题 知 ， 关 于 开 玲 向 量 和 = (&)， 


-tak _ 
4xR=8 =0 


一 上 53 一 


在 一 点 考虑 之 ， 对 于 任意 的 4= (时 ) 上 式 成 立 ， 故 3R/3x* =0。 因 
护卫 任意 ， 改 屋 为 常数 ， : 


21， 由 $7 例题 2 可见 ， 革 =( 臣 ) 在 了 及 上 的 开拓 和 2 = (5 候 由 
- Ch 一 三 ent 0 


xo 
而 定 。 计 算 
_- 290 
(f FB + 
此 zn 4=6 cB B Fa 
得 
-BT 067 
FzM=6 本 7 B 
on + 9T》 9Shk 
一 证 nt A 3 
Sx te vn ln 
9(8iays) ，954 a 9( 828Yy®) 8 
-一 凡 十 - -了 Ya- SA a 
一 9g ha aE Er 。 
(sg 9xt 一 Bh ra tgha 1 有 
一 (Fx), z 
- 9 人 dEB ， 
一 FB 和 十 六 
ff Nn | C x3 | TN rnt 


Cs 9 
MY 2 = 0 SF re =0 等 从。 


注 章 ，f 144 是 其 变 问 量 n= (4 的 李 导 数 的 4 分 量 ， 故 应 写 做 
《HE zn) 4。 因此 在 上 列 证 明 中 去 zm 不 是 Wh 的 李 导 数 。 
22， 由 (17,9) 知 z 


瞎 
Ly = L,, — 《于 一 2) pp, 


(1) 
改 
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PL, he "ba fn 


和 2 (FY: t pe + pu6ie 一 peBin ) 


”一 . 5 (i 中 Pad + pO ~ prgn, ) 


来 
=V Ly ~ Lp — Lipr tp Log 

水 站 水 i 

一 Lp -Lip, 十 Pp' Li z 

由 此 得 : - | 

束 束 站 守 牢 
Cr， =V Ly, 一 Vuk, | - 
中 本 水 家 

=V Lr VL — Lops + Lavpun + p° Lug ™ pig - 
将 (1) 代入 之 得 
本 1 
Cany 一 Capy 一 Lvp) 十 Livpn 十 ps 上 eg)v 一 p° Lieg hs ( 2 ) 呈 
一 (下 一 2) pay 一 了 pw 一 Puvph + pvpk 寸 pepusghiv — PPreB vt 


Phy = up, ~ PrPpv + 3-P'peg | (3) 


V apny =V NW ,Pp: ~ Vpapy — pu py + papeg ive | 
将 (3 ) 代 入 右边 ， 交 换 和 ,bk 并 相 减 得 / 

puv 一 了 uphv = — Ravvpe ~ paprv + ppuvy + P' (pieBnv — Puel!y), 
将 此 式 代 入 ( 2 ) 得 


率 . 
Cn, 一 Cipy + (nn 2) 和 Re 本 i 二 (Lvo,s 一 Lyd 叶 Eve 一 


— guvL’) fo mt -Deo pe 
23. 根据 (17.10) 加 
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Cuwmg = Ron + 5 0 6 + 
oo pels ,) 
故 1 i 
PCB = Rut +t 一 二 (Zoose-PFCuap (1) 
十 Bua Ls? Eve ,LF) 9 
关于 《与 B 缩短 之 得 
V Cv 一 V RL vor 十 2 (V Lua 一 V ,Lya 十 
十 Buoy ev: ~ gv ,L,) ( 2 》 
然 由 (13.9) 知 : 
V Rva: 一 V ,Ro 一 VyR,os 
义 因 | z 
,Pe R 二 
Lr=R, 2(n—1) 
故 


,Lue = 7 el 
V Pek 2 iy 


根据 (13.10) 得 .R=27.R,， 从 而 


en-2 
fe = 2(2~1) PR， 


将 这 些 结果 代入 (2 ) 得 
V Gwar =V ,Rv 一 了 ,Ro 十 和 (ZL -VLa) 


可 


+ er， \ 及 一 up, R) 
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一 人 V ,Lye ~ i 一 p ,Lia) =" 2 Cve 


。 当 n=2 时 ，R;, = (RR/2)g'y 恒 成 立 (参照 习题 三 第 43 题 ) 
故 Lv= 0 (Ahv = 一 上 nL = 0。 
25。 根据 第 23 题 题解 之 ( 1 ) 式 ， 比 安 革 但 等 式 及 Cho。 的 定义 。 


ee -to team -Pem 关 于 与 ， 和 


ee 由 此 得 


- (公信 -te 


注意 pguv= pugsigiv= paga Biv 并 消去 pt， pw pi 可 得 大 六 ,= 站 让， 
注意 。 天 ,， 既 不 是 仿 射 联 络 也 不 是 张 量 。 
27. 因 Ca =0 故 
(n~2)R = 一 ( Rd - Rub + gn — gwR') 


十 


二 CE ~ But). (1) 
将 R;,= (R/n)g\， 代入 之 得 


(nDR (~ ta) ed eed) 


(n—2)R K Sx 
一 nn-1) 1) (BAvOn Su A ) 


28， 使 用 习题 二 第 46 题 题 解 的 记号 。 爸 M"= M' x 财 是 共 形 
平坦 ， 则 前 题 题解 的 ( 1 ) 成 立 。 在 (1) 里 ， 令 和 =i, p=b,v=j,« 
=c 则 得 


0=(n-2)R,,;:= - (Rd,° + giRo )+ 一 一 一 Bii057， 


2 
-1 
与 81 作 积 和 得 
Re = (A -一 yp b "C7 +1 ‘T+S(=n), (2) 
关于 5，c 缩 短 得 
| R 有 
故 ( 2 ) 变 为 1 
fs = 一 人 0 

因此 MW: 为 爱 因 斯 坦 空 间 。 同 理 Mr 志 是 爱 因 斯 坦 空 间 。 
由 习题 三 第 32 题 知 R=R, + 民 ,， 故 从 ( 3 ) 消 去 及 可 得 z 
R, ,) RR, 
Tr ss-1) 

在 ( 1 ) 里 今 和 =1, HL=J V=k, KkK=l, 则 
(n ~ 2)R,,,! = — (Rd/! 一 Rjdi! + gisdit = gisR') 


= C4. 


+ -二 (8i86i -~ 8 jp0: ) 
故 将 Ri;, = (Rf/r)g;, 代入 之 得 


R, 
(n ~ 2)Rise = i ~ 7- gus; ~ Bit0: )。 


然 由 (3 )，( 4 ) 知 


R 2K = KR, — Kk 
ni r s Ir 
(3 一 加 1 一 2 
(二 Tr j8: 7r(7 一 17 
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RR 
TFT 
可 见 于 为 常 曲率 空间 ， 关 于 -及 + 也 一 样 。 反之， 如 Mr"，j， 都 是 
常 曲 率 空间 并 满足 (4 )， 则 可 验证 ( 1 ) 式 成 立 ， 

29， 在 共 形 对 应 下 (17,5)。(17.7)， 


Ra = = Rv 十 pavdp ~ puvdy + apr — guvpa", 


RY 8 一 gad ) 


Ri = 一 一 


e2pR = R -2(n— 1)Ppar 
成 立 ， 故 


Z Kk . R K - 澳 Bx 
AkY = vt nCn yen Er 


一 Rv + Pavou" 一 Payvoix 十 Bape — SuvPpA" 


i 
tae-D a )ew Su) 


因此 Zwvw = Lrpv 的 充 要 条 件 是 
et 一 Povak + repu' 一 wp 


pa mb ~ Eu) | (1) 
关于 上 汪 * 首 短 之 得 
和 nk ~2)px, = 2 pargyy ~ 
由 此 可 得 / | / 
piv=0gM sk《17P)poc， (2) 


反之 ， 如 (2 ) 成 立 ， 则 (1 ) 成 立 ， 故 ny 保持 不 变 。 
30. 在 共 形 对 应 下 (17.6)， 


水 
R,, = RR,, — (N22)p.s ~ Po pny- 


成 立 ， 因 Re, = (R/m)gws 故 为 爱 因 斯 坦 空间 与 存在 。 使 得 p.- 
cguv 等 价 。 
3831 (0) ooxrizg=GXxE +D2rg 和 
= Zapxg + 2bpyg = 2Capr + bpr)g, . 
户 。X+57 =apx+bpy。 加 . . 
(ii) YF (xyIE = xI YE ~ EyY x8 = 4 x(2pr8)— Ey(2pxg) 
=2{(E xpr 8 +pyE xg — (EF 7PX)8 一 -px ya} 
= 2(4¥ xpr — Lypx)g, 
Pix,ry) = 4 xpr — Prpx=4py- Ypx. 
(111) [apx + bpy, pz = Cp, x+6Ys pz) = P CoXx+by, 2) 
= Po cx.2I +otY,2) = OP Cx,2) + bpey,z 
=GK[pxypz]+ orpyypz] 
pxy*pr]J=prcxy] =P- Cy,x) = — [LPy, Px) 
多 因 [px,Epy,Pz]] = [pxsPry,zy]=Pix,tr.z1)s 故 
Cpx,[prypz]] +Cpys Cpz, Px) + Cpz, Cpxr, pr)) 
三 Prx,[yr,z]3] TAIY, CZ,XII + 7, CXY) 2 


= PX CY ZI + CY CZAIIH CZ XII =Po= 0 


82. PxCrw= x(V)Lw- 了 VL,)。 然 由 第 4 题 (iii) 知 
FL PxLn Leg rd} - Leapr dt 
故 和 
PxCrn = xT V px Lar d+ La gx 
因为 了 为 共 形 开 玲 向 量 ， 所 以 
Px}! = Padb + pO ~ pg 


PxLiw= -~-(a-2)7up， (17.33) 
多 xCiov= — (nn-2) (VP up, -PPp,) 
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一 ua(pASv + pv 一 pgEhv) 
+ Zia(pub + pros® ~ pgr) 
= (Bn~ 2)Chuv Pao : 
33. 设 X=X%’,， y=%?) 则 在 2 上 
= 3/3xzy gin= dvs :=k,, 
因 和 = (如) 为 共 形 开 玲 向 量 的 条 件 ， 


十 FS = 2pg a 
变 为 
os, 36 op 
xt 3xt = 2p yi 
故 设 =R=1l 和 =R=2 入 =1, kk=2 可 得 
35， 站 9 
ax 一 一 737 3x 一 7 
其 首 显 然 。 


34. 因 cc = 和 =(8)， 故 
Vef = go。 pk 2EoEry Es, = Erér (Vek +7 ob,) 
= 9pgant "Et = 2pf. / 
如 ff 在 p。 处 取 最 大 值 ， 则 从 (8 了 :1)。,=0 几 p(po) = 0。 
35， 从 (17.33) 知 汪汪 i 
FiLw= -(z- pup。 i (1) 
然而 在 爱 因 斯 坦 空间 


BR (n=-2)R ~ 
Ly= Ry —— Bu = 一 一 一 一 一 一 人 
1 


故 (1) 变 为 
R = - 
2n(n—1) -Fe -Pup 加 
即 . 
Rp | 1 ， 
9n(no1) Cus tr) = | 2 (Vups +Y pr) ” 
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地 


n(n—1) 
a -Tp 
移 项 上 式 得 mv+rmu=0。 唯一 性 与 18 例题 2 的 论证 一 “ 桩 。 

36.。(i) ”从 前 题 可 见 LCL1+ 上 s 最 然 。 有 反之 没 YEL,,2ZEL;,， 
则 得 名 ytz8 = 人 yg + 引 z8 = 42z8， 故 :+.2EL， 根 据 前 题 的 唯一 性 
知 上 .站 上 ,=10}。 因 此 工 为 上 , 与 ££。 的 直 和 。 

(ii) 因 工 , 作成 李 代 数 ， 故 如 于 ,， 革 ,ELK,， 则 CX,, 对 ,JEL 

(iii) 设 人 =(&) CEL, 了 =(W)EL,， 则 

PEs + PEs=0, mass 和 na 
故 C 革 ， 了 的 共 变 分 量 为 ~ i 
EVan ~ nak = EAMG + YE = VCS) 

即 梯度 。 另 外 因 了 EL,，YEL, 故 [于 ， YjJEL, CY， Yj)EL.. 
(iv) 设 下 = (各 )EK,， 则 存在 满足 人 xg = 2p8 的 函数 Pp. ”由 


前 题 知 =api 4= 一 ln) 


成 并 。 对 于 了 = (WEL, 同 理 得 四 
Eyg=20g8,， :了 = :Gb 1 
故 LxvIBE=E XE ygB— Lyk xg= Lx(208)— Fy(2p8) 
=2(£ x0 Exp)B, z 


ps, = i 


然而 : 
££ x0 Pyp=ho-Yp= 中 oa 一 由 pa = pou 一 00po= 0。 
。。 Ff xp = 0， 故 C2，Yj€EL,。 
37. 使 用 § 17 例题 2 的 记号 。 因 为 E* 的 相似 变换 中 是 
$i: 7=(7 », 7") 0(7) = (ey,, “7 Cy.,) 
故 {中 } 在 E* 上 诱导 的 向 量 场 Y 是 / 
7 = 一) 


fy 了 = {q-!1o 中 .o 中 诱导 在 S"(k) 上 的 向 量 场 Y= (5") 满 足 了 =e(X)， 


= 《人 (y 2 7 ) =7, : 
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“pe 0 ,,. ， i ” 
疏 从 y= A - ( 1) 


kx° 
”二 天 
改 . 
97® _ 和 de xs 
Ox? 人 - 六 一 wr rr ry) 
因此 ( 1 ) 变 为 下 式 ， : 
kr 3 2 
= 一 让 
于 是 
NX” 


Xi 二" 一 Wt Ty x Es : (2) 


为 求 出 一 x 些 5 (〈 2 ) 式 乘 以 we 并 关于 a 求 和 ， 则 


Xo = 一 NO _ 
2 和 党 (1 Xtl(k— x"t+1) ) 三 zt = 一 ai 四 
WPT LE + 
a 


代入 ( 2 ) 式 得 


to=Er + (kt w+!) 


J NX"+t1lxe 
i 
Uz 天 


注意 。 5。 = 一 (X8 AKC)B 成 立 。 
38。 考虑 它们 的 北半球 。S"(1) 的 点 用 x**，S"(Ek) 的 点 用 Xe 表示 


由 
Xxbt Xxx! 
gus(X) =0, TD 9 BX) = 5 十。 


二 
设 8CE) =5， 则 2 = = hx*，%"+! =kxn+1， 故 
从 : » Ard 
EX) a 一 Bal%) =h .dD BealT) = kB,,(N) 
= kg,(%). 
因此 $ 是 相似 变换 。 
39. (1) ds: = dx? + Gy” 十 Cz2 
| = sin?vdu: +dv?. 
(ii) 从 sin:5=0:sin29, dT =02dy? 
消去 0 得 


图 9 图 10 

dv _,) dv 
SIND sin2“。 

机 分 之 得 

log |tan 让 = 土 ]o8 |tan 一 一 +C 
， 
故 得 
tan_” tan -=C 
2 
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tan—— =Ctan 机 (2) 
» 2 | 


注意 ”从 南极 9。 向 北极 p。 处 的 球 的 切 平面 射影 设 为 $。( 1》 
是 将 br 上 以 Po 为 中 心 的 反 演 ， (2 2 是 将 kb" 的 相似 变换 ， 用 中 变 
到 S: 上 . 

40、 因 为 xs = /Bw gw=f28w， 故 令 有 =3f/3x 计算 之 得 


R= f(s 9f, 8 of 9 5, + od, ) 


ap i (C1) ， 


男 一 方面 ， 因 为 是 常 曲 率 空间 ， 所 以 
Rv 一 一 6(BAvOn gpvbxx 一 一 kf (OOnx 一 ouvbx:) ( 2 ) 
从 (1)，(2 ) 得 | 站 
三 ” (天 十 fe ) CO OL ~ OyOi) 


af oh f. 
_ 六 (8 一 Fd dt 3 ) 
令 和 = ”并 求 和 得 
人 
人 
从 (3 ) 可 见 ， 如 pssx， 则 


ap ) (3 ) 


gf k 

5 =0 ， 上 
由 此 得 /其 有 

f= + ss 十 度 ， 


关于 各 和 和 只 是 入 的 函数 。 
于 在 《3 ) 里 仿 二 K。 别 


(Er 开 Je-D= 人 王座 +o-2 广 ) 4 不 求 和 ) ， 
改 得 
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nb fi)- /于 (4) 
/3 


d+ 
对 于 任用 的 A, tt 成 这 ， 因 ff 六 90，。 故 
Bf 9f, 
dxt 9 


左边 只 是 YX， 而 右边 只 4 是 2 的 国 数 ， 因此 
"= = 常数 (=20) z 
式 中 的 “表示 关于 x*，** 的 导数 。 积 分 之 得 
用，= CCOXR)2 二 2 《不 求 和 ) 


将 (5 ) 代 入 (4 ) 可 得 
.RR _ 2 
下 >- (acs— b»*) 
41. 如 我 们 选 在 已 知 射影 变 换 下 的 对 应 点 具有 相同 坐标 则 再 
定理 18.5 知 ， 工 = @(T) 的 系数 由 
Fa = TW, + hd 二 中 本 


的 形状 而 定 。 假 设 关于 工 道路 的 仿 射 参数 ， 关于 仍 是 仿 射 参数 
本 i 


和 ， i 
xt+t Ti xtX =0,  %I+Tkxt%'m0 
对 于 任意 的 x%' 同时 成 立 。 将 ( 1 ) 代 入 可 得 
Vxr+x"=0 


故 如 =0， 可 见 探讨 中 的 映射 是 仿 射 映射 。 
42， 考 虑 射影 映射 ( 1 ) (前 题 题解 ) 。 关 于 )。h 缩短 得 
下 和 一 上 十 (7+) 中 :， 


1 PP E TY 中 | 
中， 一 人 cv 一 zy ). 
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| = S : 。 v .he 一 
将 这 些 式 子 代入 (1 ) 并 整理 之 则 得 iv 一 了 其 次 考 虑 坐 标 变换 
x*= W(X)， 则 | 
z Ts, = 35 | ON LT 机 9 9% ) 

dX° dX’ 9X 9%" 

关于 ,bk 缩短 之 得 本 
TA eT ar 
A* DYa OXON “ axY. 


= 08 4| re -es 
3 充 ， aY 0X， 学 


式 中 J = det(ax/3 元 ) 从 轨 习 有 = 20 题 题解 ) ， 故 得 


(0 Fd) 


二 


dx* axa OXB OXY 
A + oo 
90Xc 9 第” 9 Xt 9%" 


- (sn aa， 5 
-二 9 Ox” 


一 般 地 说 alog| 4 /3 型 并 不 为 0， 因此 II 不 是 仿 射 联络 系数 。 当 
然 也 不 是 张 量 的 分 量 
43. 在 二 维 黎 曼 空 间 里 总 是 有 
Rv =a(%) (Bn ~ Bon) 
的 形状 。 故 Ri = - (nn 一 1)agws,。 由 此 可 见 


BP 一 au 十 


0 “一 RON) 


-a(gwd, * gb) - El gd: )- ‘0. 
使 用 定理 18.2 的 恒等式 亦 可 。 例如 
0= 太 on = 展 1,,! 十 WW,1,? = ,2, 


床 亲 来 宁 让 
44. . WW uv = 六 人 av 一 了 av 
然 因 
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加 ~ aR z *. .{ 2 . 四 0 


村 人 | . 
: 二 Ma， 一 Te 二 0 Rb,— Rn, 


WV is = 一 PP 总， i R, wh - ™ 《人 AvY 一 -Bo). 


又 因素 ,= Ri,-(n— 1) uv 故 代入 之 得 


及 av 天 Wy = Rav + Rivhy 
- - (1 — 1)(P 如 一 上 ,hs 一 bh + Wb) 
冉 从 Py 一 7 uh 下 得 
MA EA AV A NA 
”ww 一 Yh,, = (VV, — 太吉) — VA, + WY, 
: = -Rh 一 .Ch, 十 下 中 ，》 寺 中卫 sv 十 中 中 ,》 
= a - eh, 十 bye 


改 
ps 一 矿 和 ™ Ru - + Rh, 十 (n— DR 加 
= + (nN 1) Wb.. 
45. 求 
有 svg = Raw + :二 (Ria5 .一 Rad,?) 
的 共 变 导数 得 


0 (1) 


共性 


再 根据 此 式 以 及 Paw = 一 PR F ,Ro 
46， 在 前 题 题解 ( 1 ) 里 关于 和 ，B 缩短 得 


VW ,vB 一 及 vap + 


Y ua— VRvya), 
然 由 (13.， 9) 知 V ,Rva' 一 VRv 一 ,Ra 故 知 


VW ,vo 一 V Rv + 


eile (1- 5 )msn= i Ms 
47， 设 M， 与 常 曲率 空间 MM" 射影 同 胚 。 因 为 条 " 吓 射 影 平坦 ， 
所 以 开 hww = 0。 然 因 Whwv = 下 vs 故人 MM 也 是 射影 平坦 ， 因此 
理 18.3 知 到" 是 常 曲 率 空间 。 
48. 演 4 是 共 形变 欣 同 时 又 是 射影 的 选择 人 村 系 使 得 在 4 下 
的 对 应 点 具有 相同 坐标 ， 则 


人 = ; 了 + psd 十 Pr8nl - Pgs 


= 到 十 由 5 二 由 5 
帮 | 
pk8 十 pvSw 一 让: go hd + 中 Da: (1) 
成 立 。 关 于 A，v 缩短 得 nps= (zz+ 1) 中 ,。 代入 ( 1 ) 以 消去 yn 得 
pd + pvd= (n+1)p’ guve 
因此 (n+2)(n~1)p*=0， 于 是 得 p 是 常数 ， 故 中 为 相似 变换 。 
49. PxW,,= PR 


一 PiLxRu, 一 Ra,£ x 和 - Rg 
—V .xR t Ro Px fa rR pr, 


将 多 划 呈 = 加 8w+ 和 5，xRwy= 《nDPu， 代入 之 ,使 用 利 


齐 恒等式 ， 则 得 右边 = (72 一 1) 玉 wy 中。。 
50， 射 影 开 了 玲 向 量 去 = (其 ) 满足 


2 一 FS 十 RuvE 一 由 十 ov。 


关于 入 与 Y 缩短 得 站 
PP = (于 十 1 下， 
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$= 1 1 pk* = 


则 得 加 = ab/axh。 当 天 给 定时 ， 避 决 定 下 来 族 记 下 为 x， 其 分 
量 为 xx， 四 四 
(1) Poxtor 人 ep 二 
四 =a(Pxrd + 站 x,vO 1.) + Oy nd vy yOu *) 
一 《 十 by)6， ， 十 (G 趾 y， 十 by,v) OL 
因此 e+6bY 也 是 射影 开 玲 向 量 , 而 且 


Yoxsorm = 一 Ci 人 十 zy， h e@ 


‘divX 
+ 


由 此 可 见 
bP xtor = qx + byy 
人 £ x. 7] 和 = fx9rfi) - Zr 
=(4 驯 r， 一 Lyxrn) du 
“+ (和 xy， — Eybxv) on. 
故 [ 素 ， y J 也 是 射影 开 玲 向 量 ， 其 次 计算 cx.y) = divCX, YI/Cn +1) 
可 得 于 (cx,Y) = Ay — Yyx。 . / 
(iii) 与 第 - 31 题 (iii) 完 全 一 样 ， 
.根据 第 4 题 之 (iii) 知 
7 ,xg ~ Px gh = = pan x 1 +t gh x | 
然 因 pg = 0， 故 对 于 任意 的 有 | 
V .Px = ga x Nt + Bf x jt 
(i) ”如 专 为 射影 开 玲 向 量 ， 则 
VP XE 二 gak( 中 ,6)a 十 0,°) 十 Ba 中 ,na 十 Pov°) 
一 Pg uv + 中 EAX， 十 2 让 ,Shu。 (1) 
(11) 在 (1 ) 里 对 调 指 标 ^->L->v-> 和 A， 则 
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VE xB nv = YB + gt abe 
VE xB = WB + 二 2$ig i 
将 此 三 式 边 边 相 加 得 A 
VE xBr VS xEnr + Pi xB = hg + bev 48) 
如 在 上 式 中 使 用 V7 ‘Caan) = gn 便 可 得 到 结论 . : 


习题 五 解答 (pp. 87~9D) 


1 . 因为 c(t)=E, oA(t) = E ,CX), 所 以 (的 表 标 是 
| rostt, 1) = -中 (和 6) 
然 因 由 是 由 


0 a a - 本 
的 解 定义 的 ， 放 信和 公关， 

2 对 于 o(0) =9， 考虑 定理 19. 3 里 所 说 的 Us, 则 由 定理 
19.4 知 ，o 在 UV 中 那 部 分 是 测 地 线 . 同 理 ， 对 于 各 t 在 @(1) 的 
邻 域 里 ，% 是 测 地 线 ， 故 @ 在 它 的 任意 点 满足 测 地 线 的 微分 方程 。 
从 而 % 是 测 地 线 。 . 

3. 设 从 时 线 或 曲面 “外 的 点 向 4 所 引 最 短 曲 线 o 的 足 为 9。 
首先 ， 因 为 @ 的 长 是 二 点 p， 9 间 的 最 短 距 离 ， 所 以 由 前 题 知 是 测 
地 线 . 再 者 因为 存在 测 地 线 @, 故 可 考虑 于 ET,(M) 使 得 E,(X) = 9。 
因 测 地 线 的 终点 与 初始 值 以 及 t 连续 相关 ， 故地 ， 可 在 了 ,(M) 中 
不 的 邻 域 里 定义 。 在 7, CM) 考虑 半径 为 | 了 | 的 超 球 ， 作 它 在 E。 下 
的 象 S 《在 至 ( 互 ) 的 邻 域 里 存在 ) ， 则 由 定理 19.5 知 ，S 与 。 在 
9 垂直 。 然 而 $ 与 在 9 相 切 。 原因 是 ， 如 不 相 切 ， 则 S$ 与 a 在 9 相 
割 ， 故 在 a 上 存在 点 7 使 得 p(P，9) 记 p(pP，ri。、 故 中 与 a 垂直 。 

注意 。 从 Pp 到 a 上 的 点 7 的 距离 pP(psr) 是 ?的 连续 泡 数 , 故 如 a 
是 紧 致 的 ， 则 存在 最 小 值 p(p，ro)，r。€9。 但 是 实际 上 不 能 保证 从 

pP 到 re 存在 长 为 pP(P，ro) 的 测 地 线 。 不 因 是 ， 黎 曼 空间 的 任意 二 
点 未 必 能 用 测 地 线 连结 。 在 作 整 体 研究 时 ， 为 避免 这 样 情况 ， 常 常 假 
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设 完 备 性 如 下 所 述 。 
定义 。 如 台 受 空 间 M" 做 为 距离 空 间 是 完备 的 ， 即 人 * 上 的 所 
所 刘 和 李 是 汪 列 人 和 的 点 列 {pi}, ;=1, 
2 … z 
对 于 任意 的 8 二 0 存在 N， 当 ， n, m>N 时 可 使 p(pas pe) <e. 


复 受 空间 完备 的 充 要 条 件 是 下 列 条 件 (i， (ii) ,(iii) 之 一 成 立 。 

(i) MM* 的 所 有 有 界 子 集 的 闭 包 是 紫 致 的 。 

(ii) 对 于 MM* 的 一 点 Pp， 过 p 的 测 地 线 全 可 任意 延长 ， 即 沿 着 
过 p 的 测 地 线 量 得 的 弧 长 可 取 任 意 大 值 。 四 

(iii) 所 有 的 测 地 线 都 可 向 两 侧 任意 延长 ， 

若是 完备 的 ， 则 磺 ” 的 任意 两 点 p， gd 可 用 p(P，9) 的 最 短 测 
地 线 连结 。 又 若 M*" 是 紧 致 时 ， 则 是 完备 的 。 
4， 设 {zi} 为 xi(9) 的 邻 域 里 的 任意 坐标 系 。 设 det(ex) 关 0， 
则 


X= a (XH) 0 {nv} Nt) XX") 
是 以 9 为 原点 的 测 地 坐标 系 。 在 此 变换 下 ， 度 量 张 量变 为 
(giu)o = (Bo = ( Bop) Gu, 
为 了 使 (Ee)。= gup， 取 矩阵 (ai 满足 
(Bp) a = evar 


即 可 。 由 定理 4.3 可 见 ， 这 是 可 能 的 。 

注意 。 如 用 下 题 ， 此 题 显然， 

5.。 因为 存在 Sin(9) = on 的 坐标 系 {X 故 从 此 {%*} ， 运用 
$20 的 方法 作法 坐标 系 ， 由 (3x" /3Xr)u=0ow 得 iw(9) = 

6. 关于 以 9 为 原点 的 法 坐标 系 1 了 ， 点 对 称 $ 由 PC ) 一 


一 ]72 一 


P (一 **) 而 定 。 根 据 假 设 是 等 距 变 换 , 故 g。=@(gz)。 因 此 由 你 = 
一 %* 得 
Th 


g\u CX) = gap(%)——-— Ox = gn(T), 
于 是 Rw (x) = Ri (FE) my. we 水 入 导数 得 
0 用 KK(X) oR uw ) 
x2 .Axo 


于 | 
' 2 


令 ** 一 0 则 得 下 式 。 


( oR ) = 0 
ax° 7/。 四 
从 $ 20 关于 测 地 坐标 系 的 讨论 可 见 ， 与 (FoRisw)o= 0 等 价 。 
和 和 sex"=0 对 求 偏 导数 得 


. : 
3 K zu 0 
Tax “+ 2 


乘 以 x*” 并 求 和 得 


由 此 可 得 在 原点 4 


i 


xX 


a, 了 -0 


十 - 


另外 ， 在 9 


0x 9Xh 9XY 


Rv + Rav = ke "| 二 过 下 nd | -。 le 
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8。 (1) 将 &*(s) 关 于 s， 展开 之 得 
Cx*(s) = + C “(0)s + (1/2) &*(0)s? + Os3). 
另外 ， 因 58) 平行 ， 故 
OEr dr 和 dxt 


二 uv$ ds CY . 《WV) 


9=- 6s ds 


由 此 得 &*(0) = 0。 其 次 将 1 ) 对 5 求 导数 ; 则 


| 
0 = dd2er 2 dx 2 Ev | K dx 
ds Ty s2 


K Yadxtr de" 
+ ds 四 
在 5=0 考虑 之 ， 因 } 4 -0， Co coy: 个， 故 


和 (C0) =- i rtm 


一 一 = (1/3 Ra 十 Rv )。 atom， 
= 一 (1/3) (Rw), ErEnm", 


Cx(s) = em Ge (2 ) 


(ii) 因为 是 平移 ， 所 以 向 量 的 长 不 变 ， 好 ZCs) 省 = 上 了 成立 。. 
骨 者 ， 人 4 7 
1 政和 = Eh 9) ECs) Erks) 
的 意义 是 ， 用 点 9 处 的 尺子 来 测量 点 8*s 处 的 向 量 (&*(s))， 因 为 在 9 
处 的 观测 者 并 不 知道 在 点 上 s 处 的 尺子 ， 而 用 9 处 的 尺子 测 得 的 长 
一 一 外 我 上 的 长 . 1 i 


今 取 探讨 中 的 法 坐标 系 满足 giu(g) 8 则 由 (2 ) 得 


一 上 4 一 


ZC = eCq) 6s) Crs) 
= -O/CRme) ne nos + Os) 
= YN? + (Cs:/3)NY pC I, YY+O(s) 
(<X，Y》 =0 只 在 最 后 的 推导 中 使 用 ) 。 故 


Zt pl y NY 4 Os4). 


一 般 地 说 ,对 于 jo 1 (0) =0, HO0)= a 
f(s)=1+ Sa + Os®). 
从 而 
ZC = (1+ -p(X NY 


+0(s:). (3) . 
注意 。(3) 式 说 明 在 9 的 邻 域 
里 ，M" 与 7,( 计 ) 在 度量 上 的 差异 
可 由 断面 曲率 估 值 。 例 如 , 若 p( 了 ， 
7) 之 0， 则 | 20s)l ll 
9. 从 (21.15). 知 


L'(0)= C6, Y) ] -| 《PE 了 
| ui 


根据 假设 《ce， 了 > 1 = 0，PF2C =0。..L’(0)=0。 
10， 测 地 线 c 的 第 二 变 分 是 (21.23)os. 冯 z 
Lr) = vt {PsYh -<e，P:7y: 
| ul 
+RCe, Y, ee, Yy}du, . 
因 Y = (WW) 是 开 玲 向 量 ， 故 
《Cs VYy=x’ ju om = (1/2) ri Pn + Fon) = 0. 
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入 
PY = VsY, PY)= 7:(Y,7:Y) - 人 V :VY)>., 


将 这 些 式 子 代 入 前 式 得 
Lr(0) = (6, VyY) ee, p:Y) -YY, 7:7:Y) 
. | : | 2 . 
+R(ce, Y, ¢,， 了 jc 


-Ces pVY + 《7， peY)) 人 (PY + 


+R(Y, 6E)é, Ydu 
然 因 
CE, VyY> + CY, VY)= Xn Vn tm rn 
= XM smh + Pin)=0 
(VPsY + ROY, 6)6,Y) 
= (% TP + Ra ns mtn 
XRT PN + Ra win) nN. 


. K 
% tne Pri =0 
故 得 L*(0) = 0. 

11， 将 有 :ZH?=P:《2Z,V:2Z)-《2Z,P:P:Z》 代 入 之 ， 再 根据 
Z(u)= ZL(u,)=0., | 

12.。 将 了 = fCw) NW 代入 (21.25),，' 即 

L*(0) = | + R(é Ye,Y)Ydu 

因为 : 
F:Y=pP:(fNW)=AN+Hfr:N =fN, (V7:Yl?= 7 
ROEsY,EY)=/fIRCE NE N= -fip(e ,N) 


一 工 6 一 


Lr(0)= | 产 - 产 pc，N)3au 
再 在 第 一 项 里 作 分 部 积分 
[pa = -| jar 
则 得 z / 
Lr (0)=— | +fpe ,NY}du 
13.。 设 为 图 12 中 的 大 圆 porgogpos 


Posqo 为 c 附近 的 任意 半 大 加 Cc;,。 义 设 ?,5,g 
都 是 充分 接近 于 9。 的 点 。 这 时 


~ "~ ~ "~ z 
Pordo + do0d = posdo + 40g : z 
: q 
人 1 与 弧 909 在 点 qo 有 和 角 ， 故 “CC 57 
3go + 69 之 p(s5,9) (=s,g 间 的 距离 》 机 
从 而 在 9。 的 附近 可 连结 从 * 到 9 的 曲线 使 其 1? 


长 让 于 全 + 人 9 (图 12 中 的 虚线 )。 即 在 e 的 充分 近 处 存在 从 Pp 
到 9 的 更 短 的 曲线 ， 


14.， 设 c(w) 为 e(0)=p，c(1)=g， 长 1= 一 - 的 测 地 线 。 将 在 


p 处 与 6 (0) 垂直 的 单位 向 量 沿 e 平移 之 得 向 量 场 设 为 W。 设 /ua) 为 
满足 1(0) = f0) =0 的 任意 函数 ， 考 虑 变 分 向 量 为 了 = fAN， 国 定 两 
端点 的 变 分 ， 则 由 12 题 知 第 二 变 分 为 


Lr(0)= -| 71G+Hp(e ,N) du 
现在 令 
fu) = sinau 


关 满 足 1(0) = f() =0， 故 对 这 种 f 
! . 
Z"(0)= | za: -p(é,N))du (1) 
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成 立 。 

在 了 了,( 太 ) 里 人 设 C， LN 为 标准 正 交大， 将 VN， 于 移 之 得 

到 的 cc 上 同 量 场 再 用 > 记 之 ， 因 对 名 Ab (DD 成 立 ， 数 ， z 
ZX(0) = | Pee -ece， NW Dav. 

关于 i 求 和 ， 注意 关于 C 条 二 国标 p(6) 是 


pe) = 11 DP, Ni) | 


则 


nn-1 四 
L000)=| f:{(n— 1 ~ Cn- DPCe)}du 


/ =(n-l i fa: -pe du0. 
因此 ， 至 少 对 于 一 个 ? 
L700)<0 
成 立 。 此 式 说 明 ， 对 于 变 分 了 ;= f (WN,， 讨论 中 的 测 地 线 c 之 长 在 
变 分 曲线 之 长 中 取 极 大 值 ， 故 在 变 分 曲线 中 存在 比 c 短 的 。 从 而 长 正 


好 是 x/a 的 测 地 线 不 是 最 短 的 。 长 超过 r/a 的 测 地 线 包含 长 为 r/a 的 
部 分 弧 ， 这 一 部 分 不 是 最 短 ， 因 此 全 体 也 不 是 最 短 。 


15。 因为 日 = (gw2asz92， 人 = 3x?/3u， 故 


95 _ 1 .gn XH 9 可 -0vX 7 

ax* 2 9x’ ox* 地 
~ 和 一 A 上 a YY 
du 9X 与 已 OX! eX" + Br ') BAY 9! 


在 上 取 4 为 弧 长 5， 则 二 1， 闪 在 c 上 


obv WHY 
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和 
0= 4 3 、 Be 4 gx» _ 1 “gw i 


ds ax: -= 


与 g* 作 积 和 得 


908 dg 汪汪 og ) 5 加 
二 长 DAY_ _ 上 ~ HRY 和 ~ 
0= %"*+ 4 az 十 x SA % % | 


(ii) CX， 六 一 (人 : 4 >) 
-py; CL， y: Y)- p: 下 了 了) 
= (7:7:Y)— 《F :下 ,了 》 
= CX,ROY,c)e + CRITE EY 
三 -及 (了 ，( st ,有 )+ R(XA,C CC 站 ) 一 0. 
故 《CAV:Y) 一 CV: 了 ,YY> 为 常数 。 
(iii) 因 6 为 雅 可 比 场 ， 故 设 主 = 6，、 上 式 亦 可 使 用 ， 
《6 了 :了 >=G (常数 ). 
EY PE Y= (6 :Y= 
故 
《€ ,Y=at+b. 
17.， 了 满足 与 雅 可 比 场 的 条 件 式 
7p:P:Y + ROY,E)E=0 : 
等 价 的 : 四 
5 arg} = 0 
18. : 取 充 分 小 的 含 0 的 开 区 间 7 了， 使 得 当 eE 1 时，?+ scEO。 
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a(t,E)=E,(t(v+ £0)) 
为 “ 的 变 分 ， 者 固定 e。 则 
Qo t—>a(t,E) : 
的 变 分 曲线 为 测 地 线 ， 故 由 8 31 例题 3 知 ， 
变 分 向 量 : 
Ye) -起 

是 各 变 分 曲线 上 的 雅 可 比 场 。 

考虑 了 ,《 以 ) 的 曲线 


A E>itv + ei 


根据 标准 同 构 喘 射 的 定义 知 
stw) = Gv) 


YO) =(E edtw) =(E NE) 
. 了 
一 (Eo 人 , 号 
然 因 a(lt,e)=E,°A(e), 疏 
9CQ 2 ¢ 
Be CPN ege 
因此 得 


To = 了 (it)， 


反 见 人 是 c 上 的 雅 可 比 场 。 \ 
Y(0) =0 显然 。 以 下 证 明 ( :7Y)(0) = 刀 。 瘀 先 由 定理 11.4 知 


(: Y)(0)= (5 3 3 有 =-(5 3 dt 30).., 
再 取 以 2 为 原点 的 法 坐标 系 ， 设 2= (2),w= (ww),Y=(T),。 a(t,e) 
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的 坐标 为 


人 


故 aa/at 的 分 量 为 


5 
在 t=e=0 处 的 分 量 为 


9 9x 入 3 3 ) A A 
-~ ~- 一 .一 一 二 一 一 《人 1 + EW )})=w 


故 (PV: 了 )(0)= 20。 
及 之 ， 若 给 定 《VY; Y)(0), 则 六 (0) = 0 的 雅 可 比 场 只 一 地 决定 
故 由 (1) 可 决定 全 体 。 
19， 设 可 ,:7T (MD)->7, (7 (MD)) 为 标准 同 构 映射 ， 令 
w= ,1(B) 
设 了 Y(t) 为 测 地 线 c= 上 5,。 上 的 雅 可 比 场 中 满足 
Y(0)=0, (PF:Y)(0)=% 
Y(D=(E)eSw=(E)sB (1) 
成 立 。 又 因 了 为 雅 可 比 场 ， 故 站 | 
Vi:Y ,Cc)=0, | 
(YE)=at+b,. abER 
成 立 ， 从 Y(0)=0 得 6=0。 从 而 
(了 ,6 (1) =at= 167:Y,6)(0) = tCw,9) 


故 得 四 
| 《5 (1)= (WwW,9) / (2) 
又 因 - 0 
{4 pn z | 
c(1)= (Ew Hi) = (E ,eM\ (1) ~ (E,)s(A) 
故 | 四 


C(E,)sCA),(E,)(B)) = (6 (1),Y(1)) “(1) 
=《C,Y)(1)= (wv,v) “(2). 
再 注意 7,(M) 的 度量 定义 以 及 如 。 的 含义 本 质 上 是 平移 ， 故 
《VD = Cw, ,0) = BB, A». 
与 (3) 比 较 之 得 
CA,B)=((E, (A),(E,)s(B))> 
20、( i) 因 v0， 故 对 于 所 有 的 i 假 
设 上 电 关 0 并 不 失去 一 般 性 。 对 于 ‘00a, 
设 z : z | 


(C3) 


AKC: 一 ET， CM )) z 


再 在 7 TM)) 选择 标准 正 交 系 4， 8 使 得 (i) 可 写 做 
b(t) = Cpt), ADA + b(t) ,BYB : 1) 
c=E, 是 测 地 线 ， Z(c) = |vl. 对 于 Y= 天 ,ob 首先 是 


Y = va( 4 ) = (Eaopa( -0 )= (E,)rh. 


故 由 (1) 得 
Yl? =|CE, el = IE, (Cb ,BB+ CE, DDN: 
= Ch,BYNE eB | 
+ 2 ,Bh , AMCE,)#(B), (CE )s(04D》 
+ Cp ,4A)? 上 Be) . 
然 由 高 斯 引 理 (p.90) 知 
《(E,)#(B),(E, ) (4 = 《B， 4)= 0 
BDON=IAN=1 
故 得 
: IY l= CE ,BE,) (BN? + (A (2). 
从 而 四 
yz 3) 
在 这 里 明确 一 下 7.( 形 ) 做 为 欢 氏 空间 的 结构 。 了。 (型 ) 可 看 做 坐标 
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系 为 ， 


0 

a 9X 

的 微分 流 形 ， 以 及 以 
(a7: 二 )-8 giu(P) 《常数 ) 


为 度量 张 量 的 欧 氏 空 s 间 。 原 因 是 gw(p) 与 7 无关， 
再 者 ， 设 4(2)= 7 (9/39%°),， 则 z 
(Ci = ROD ED = BCP)YXYa 


p oY 


d | Sa 让 
$l = 一 人 ER 人 光 
(8gAhCP)Y Yu ) 
琢 一 方面 4 ET To MM)) 由 
y° 3. 
d= ,Dy 
(gn( Pp)Y' We 让 (a 下) 
可 见 ~ 


(h(t) ,A = | : 
将 此 式 代入 (3)， 则 得 
A 
故 
zw = va = he 


>| (Sl) = eo 
= loll= Le) 


(ii) 设 L(Y)= Leo), 因 在 (3) 式 里 必须 等 号 成 立 ， 故 


0。 不 论 哪 一 种 情况 ， 代入 (1) 得 | 
L(t) = (h(t), 44 
考 虞 关于 TT,(MM) 的 坐标 系 人 得 
= 大 站 | z 

的 形状 ， 积分 之 得 7 erp] far. 放 上 为 直线 ， 人 重合 ， 从 而 
对 c 与 Y 米 说 其 象 一 致 . 

21， 从 :和 ,= 一 Kk, 全 ,十 Ks 二 ， =0 得 xi=0 (其 实 当 KM =0 时 ， 
笃 , 不 定 )。 

22， 设 c=2*(t)， 则 5*=dx*fJdt。 因 区 为 开 玲 向 量 ， 故 

VEs +V,E=0 


因此 得 Ch,B)=0 或 (E,)s(8) =0。 根据 E， 站 下 种， 从 后 者 得 B= 


与 线 作 积 和 ， 得 
0 = -3571(ErE,) + ErPu( grak’) 


= alr) + gaa Vor 


dx° 


1 pk 5 
一 A 十 Ma dt 


因 :6 的 分 量 为 -Ce ， 必 上 式 说 明 它 的 共 变 分 量 为 梯度 的 分 


量 。 


ad : .1: a 
23. 0= Ce(s) + f(s)£,) -e+ 2X， + f ye 


考虑 关于 E" 的 直 交 坐标 系 ， 因 ;=-f， 故 


,= 二 xs 和 。 


执 此 得 
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0=6+7E + KT 
= (1 - fx, 
于 是 1- Ar =0， f= 0, fx,= 
1 = (常数 六 0) ， 1/e, K:=0。 故 < 为 黎 曼 四 (普通 
的 圆 ) c(3) + -一 了 为 定点 《圆心 )。 
24， 只 要 证 出 《和 4;, 革 ,1)= 0， i= ,Ek 即 可 . 
KAN- 1 1 


的 两 边 与 下 ， 作 内 积 ， 则 
ki- ;1 和 + 人 0 TKO FN, >， 


j= 1,.. “sk (1) 
另外 ， 求 《下 ,下 = 64 的 导数 得 四 
(PFi, = CEP:X,). : (2) 
在 (2) 里 令 1=k， 则 ! z z 
《有 了 := 0， (37) 


在 〈1) 里 令 1:= 到 并 且 昨 (3)， 则 
《下 41 下 >》= 0. 
其 次 ， 在 (2) 里 令 =k-1， 则 
《19V :和 上,》= -《F: 互 站》 
= 《Kj sO Ki = — Ki z 
在 (1) 里 令 i=k-1 并 且 用 上 式 得 = 
z | 《人 + 是 4 1 = 0. 
当 ! = ~2 时 
《『 :和 ,入 = ~ 《EV: 此 ;》 z 
= 《EK | 在- Ki 是 ,1》 = 0 
与 (1) 一 道 得 
《于 +41 这 ;> = 0 
25、 根据 $ 22 例题 2 知 ， 节 ,，…, 耻 ， 张 成 的 平面 与 了 ，，- 了 Y; 张 
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成 的 平面 一 致 , 改 得 ;= Ak; 的 形状 。 由 例题 2 的 证 明 可 得 4;;， 


A,,, 
习题 六 解答 (ppP.99~103) 
1, “从 请 导 度 量 的 定义 来 看 虹 然 .也 可 通过 计算 得 到 ， 见 如 下 讨 
论 。 从 革 = 如 9/9x*=&o9/9w 得 . 怒 = BE 对 于 7 也 一样 故 
gap EM =( ganB Br D8 m= gE, 


2， (i) 左边 =Brp= E&oBinBoBo 
= = go due 一 ENaNA)B = gmB, = 石 边 。 
(ii ) ” (i) 的 两 边 与 8” 作 积 和 ，-, 则 得 ooBm .= 8 ‘gnBor, .. 
Br,= gg.B,. 其 次 (iD 与 gw" 作 积 和 得 gr"B,sBi = ggrnB,* = B,". 
(iii) 令 g'*=BnBiug** 来 说 明 (4 ) 是 (5) 的 遂 矩阵 。 
g’'" Boe= (BoB et) Bo = (BoB' Bg l 
= (guB') Be = (guvg) BB = BB = .0°. 
可 见 (g”) 为 (gso) 的 道 和 矩阵 。 而 且 《8 ) 也 是 着 开 隆 ， 故 由 弟 矩阵 的 
唯一 性 得 g'*= 名 : 
(iv) 令 N’pn= gmNa*, WN tN Na giaNgi= dg» BN’ 
= BgwN a =0。 故 NW 满足 (23.8)， (23.9) 中 以 WA 代替 入 4 而 
得 之 式 。 此 事 说 明和 矩阵 (BNW) 为 (Bo ,Na ) 的 逆 和 矩阵， 元 由 道 托 
阵 的 唯一 性 得 和 j= N’ 加 
3. B=8rB:Be 对 在 求 偏 导数 得 


9g8u6p BB" -BB .8B, A 十 gy AB Bt | 1B, \ Be -) 


注意 8 =Bg 以 及 和 
IJB as 3B) 


一 mp 一 一 一 一 一 一 | eG 


ur ~ dd du 


可 得 


{fab,c] = BB 人 pv Ap 
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此 式 两 边 与 8 = 08Bep8g 中 作 积 和 即 可 。 
4. 因 TEon, 是 数量 昭 数 ， 故 


[7 £0 9 Fa 
PT Eom) = (了 em) 


一 0 A > A Nn 
umm t+ fo du M+ Te 
然而 
37 2 c Aym, i 
一 =V,T" 十 HT ; 人 rrBew 
ok _ 五 圭 , G re, An 二 


将 这 些 式 子 代 入 之 ， 并 加 整理 ， 
5. 对 于 超 曲 而 ,s+* =H,,N*， 故 z 
0= H, Hab’ Emin’ = HE nH, En’ = (FH,, Et)? 
6. 在 前 题 里 令 Er = 9"。 
7， 在 U*,， ， 球 面 以 
Xi =X(u), 入 = 1 ,n+4 1 G=1,.…,n 
表示 之 ， 则 
XT =U 
rr {hi Te) = ue 2} 
显然 B=0,*。B,"!'! 可 通过 


(X24 (Xt1)2 = 2 | ( 1) 
对 x。 求 偏 导数 得 到 。 单 位 法 向 量 N* 从 
Sui=0， gr=1l 
来 求 。 在 Er+ 里 gw=S， 故 
YBN!=0 (2) 
并 (Ni)2=1 | (3 ) 


将 B。* 的 值 代入 (2)， 可 见 Wi: 具有 Ne =pxe，Nrri=pxstl 的 形状 ， 
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代入 (3) 得 
N* = 3 (4) 
第 二 基本 张 量 是 
A _F _ 9B. A ,fe 
Het= HN = PB = + {BB {YB 


然 因 


j= 0 【参照 $13 例题 2,p.42) 


故 运用 (1) 一 (4) 可 得 Hs。= - (1/k) 6.。 
8. 因为 和 =6*= (0,..…,0,1), 所 以 &° =0, En+ 1 一 |。 从 于 博导 
的 向 量 场 Y= (W*) 可 由 


E=B'n+fN’ z / (1) 
得 到 。 运 用 前 题 ， 当 入 =6b 时 ，0=W+fNs:。 故 
n= —(f/E)x: (2) 
其 次 在 (1) 里 令 A=n+1， 则 z 
。 / 十 
1 = 二- -3 二 一 


(DOxo)2+ (xnr1)2) = 


xn+l xntl 
故 得 f=%"+1/Jk,， 代 入 (2) 得 t= 一 x"+ix5/k?2， 
9， 对 于 Mn" 的 任意 曲线 ，(24.1) 即 


5 dx A du dut 8 du 
Bs ds "ods ds te Bs a 


故 由 (1) 可见， 绝对 曲率 向 量 《 左 边 ) 与 内 " 相 切 ， 
10， 根据 前 题 (1)，。 
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11。 发 在 ?处 三 个 不 同方 向 为 了 了 ,QZ。 若 下 =( 引 ) =(BuEe) 方 
向 的 测 地 线 含 于 天?， 则 也 可 看 做 形 3 的 曲线 ， 由 前 题 知 


a 
Po 和 
特别 在 p 处 得 ,Eo 8&4 = 0， 同 理 ， 对 于 了 =( 7 ) ， 加 二 (Ze) 世 有 
HAnn =0， 有 tts=0。 然 因 7,( 用 ) 是 二 维 的 ， 故 有 
5 = 和 5 thn AX0, pS0 
的 形状 。 从 而 恕 ,= 0 也 成 立 。 因 为 Tp( 放 ) 的 元 总 是 下 ， 卫 的 
线性 组 合 ， 所 以 对 于 任意 的 实数 加， 瓦 .tt = 0 成立 ， 故 得 H,*= 
0。 
12. 关于 E" 的 直 交 坐标 系 {X*}， 设 超 曲面 天 "-! 由 x* = x%*(wr) 给 
定 。 从 有 ;= 0 与 温 加 顿 公 式 (23: 22) 知 VN*=0. 改 3NV/aw = 
现在 考虑 Mr: 的 一 定点 po(%0) 与 一 动 点 Re ， 


Ss TMX x0’) _- NB = 0 


故 己 N (和 -2o)=c (常数 ) 对 到 :的 任何 点 x 成立。 特别 令 **= 
Xo 得 c=0， 赦 

DNI(X* X00)=0 
因此 ， Mr 上 的 点 满足 常 系数 入 !，… ,NW" 的 一 次 式 ， 故 包含 于 "的 
一 超 平面 覆 中 。 又 因 流 形 牙 " 的 各 点 具有 与 (n - 1) 维 圆 盘 同 胚 的 


邻 域 ， 故 为 到 的 开 集 . 
13， 对 于 MH"!,x"= 一 定 的 局 部 坐标 ww =。， 
5 当 和 = 0 时 ， 
i 当 和 A=nn 时 
改 诱 导 度 量 为 8。; = ge， 其 次 注意 在 


B,*= 


召 
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= Be - 2 Br + BB 
一 入 Bo + fev} BB. 1) 


里 和 = 各 和 =。 等 (参照 习题 三 第 32 题 ) ,可见 ， 有 rs"= 0, 有 ie= 0。 


14. 关于 曲面 x =4 《= 一 定 ) 的 局 部 坐标 如 =x"， 曲 本 的 方程 
%X* 二 Xt*(w) 是 | . / 


故 


诱导 度量 就 是 gw。 至 于 豆 .*， 因 前 题 (1) 成 立 ， 故 分 别 在 和 = e， 和 = 
i 的 情况 下 运用 所 0 = 和 人 = 0 等 可 见 已 2= 0 
15.。 B。 与 第 13 题解 答 中 的 B。; 一 样 。 诱 导 度量 计 。， 法 线 向 量 
NV: 分 别 为 : 
= (tr)gey Br") igee, 
N=0, N=1., 
计算 H,," 得 


人 一 . 1 一 1 ne c : 1 Cy 
H,, x Bobo 一 加 zed 名 5cy Ho = 0= ie Bbo 


改 人 = -UVX0OA So 成立 ， 可 见 为 全 脐 曲 面 。 
16. 温 加 强 方 程 变 为 > 


DMN= + hd BN = -2 


dus’ 
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用 
oN _- KB = ~ 18.5Bi (1) 


(Ht — EO 5)B,’ 一 站 
到 与 脐 点 的 条 件 五,* = 80。 等 价 。 
171.。 运用 前 题 。 在 x 二 0(<0) 取 x，y 为 局 部 坐标 


dX dX 
2 | | 1 0 
y | 
| 
0 9 
A -< 2 1- 
(B, ) = AX y | 0 1 
az 9Z cx _ cy 
| 0X 9y GC2Z b2z 


(COED 


则 单位 法 线 向 量 NV’ 由 下 式 而 定 。 


C2 ” b2f? c2f°* 
其 次 使 用 
-站 (去 ~- 二》 了 = 丰 ( 直 -三 ) 
ox a’:f\ aoa? cf ay bf/\ ob: c? 
来 计算 39V*/3ws 得 
NI 1 rx? y? 2 ) 
ax ras (+ 和 “eTh 
3VW1 _ (和 二--) 
9y | a2b2f3 b? ce2 忆 
ON? Oy 二 -一 -二 
0x | C20213 NGC cf 
onN2 ] x2 7 和 ) 
oy Br (er + Br + tr) 


3% aizfi\at "6b cia 
和 
9y bzfs\ CC b4 c2b2 六 
为 运用 前 题 ， 想 求 
A 
?= EB 
OW’ 


! , 
NB 
y 
得 
1 be 之 名 二 
1 x2 y? 2 ) 
(+ To (1) 
再 从 
aN! aN: 


= kB-=0= -kB,2=  . 
oy “ 0 k ! dx 


因 a 汪 b。 故 得 XY = 0。 当 %*=0 时 ，(1) 变 为 


2 2 2 
0>_7 (1 -- 2 )= -4 (6G2 ~ 5 ) 盖 0 


-7 
这 不 合理 。 故 xs 盖 0，7 = 0， 因 此 由 (1) 可 得 
1 和 2 2 1 x 22 
rt 
x:/ 1 : ] 2*/ 1 1 
a 和 2 6b/ 下 四 2 ) (2) 
注意 此 处 的 * 与 z 做 为 曲面 上 的 总， 满足 
第 2 2 
0 十 (3) 


一 192 一 


4 
这 时 得 
kN -1 
xX ca*f? 
力 外 ， 令 y=0 使 用 (3)， 
-5 ”一 jp = 一 AD， - =0= —hB,s 


也 成 立 。 克 (4) 为 脐 点 ， 

到 目前 为 止 没 有 考虑 2= 0 的 点 ， 为 了 讨论 此 处 ， 在 + 二 0( 二 0) 
处 ， 取 7y，z， 为 局 部 坐标 。 在 方才 的 讨论 里 作文 字 的 更 换 %->y 一 Zz-> 
YX。 6->10 一 C->C， 了 得 之 式 成 立 ， 因 有 0>>c>0 的 假设 ， 故 可 验证 
除 (4) 以 外 再 无 脐 点 ， 

注意 ， 在 求 椭 球面 这 样 二 次 曲面 的 脐 点 时 ， 运 用 解析 几何 方法 要 


简单 得 多 ，。 
18， 今 Ui=X, Ui=y, UWU= dU/dxX, Uy = 02W/9xX9y 和 等 ， 则 - 
] 0 1 
(B*)=, , G=],2 
UU UU, 
2 。 2 


由 假 优 知 ，z2,2 满足 
L =D,，， UU Urstuyy=0, Vrs+Vyy=0 
度量 张 量 由 
. Boe= BB, 
可 得 
Boic = er0es, EP=1+UuU 十 二 


故 86s 与 二 维 欧 氏 空间 度量 66。 处 于 共 形 对 应 之 下 ， 因 此 殉 氏 记号 为 
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天 = pooo + pedsr ~ pod (1) 


式 中 
“二 po = pu. 


(1) 与 有 作 积 和 ， 则 得 


ge) ersnde EY = oe-sr(2p,— 20°) =0 


由 上 可见 
，_ A 可 以 9 有 A 
好 8 H,. 一 8 i} Bi )= 二 “一 
af aBi Ba 
二 所 ju 3x + : 3y ) : 
故 得 H* = H?= 0， Hs = e-2e(u,, + W,,) = 0, H‘=e-2r(v,,+0,,)= 
0, 因 此 是 极 小 曲面 。 


19、 超 曲 面 的 柯达 前 方程 
ReBaBinB No =P,H,. -7,H,. 
与 #”“ 作 积 和 并 运用 下 式 ， : 
eB, +:B v= gav 一 Wu， R\,yoN'No = 0 
20. 运用 前 题 。 将 及 = (KR/n)aru, H = (H/(mn—1))g,. 代入 


EwBN:= 0 -oH 


21. 因为 是 全 脐 曲 面 ， 故 由 定理 25.2 (黎明 几何 p,161) 的 证 明 


Ri= — (K+CC) (Baode! — Bo.d,!) ( 1) 
因为 讨论 的 曲面 是 二 维 的 ， 所 以 需要 证 明 + CC* 为 常数 。 由 前 题 知 
是 固有 的 ， 故 CC* = 一 定 。 因 此 是 常 曲率 空间 。 
22. 根据 前 题解 答 (1)。8 >0 与 +C,C*< 一 0 不 能 共存 。 
23. 若 向 量 和 = ( 双 ) 与 曲面 相 切 ， 则 有 成 = Bn 的 形状 。 对 于 
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全 测 地 曲面 ， 高 斯 方程 变 为 
Rs = RnB B+B. Be, 
因此 得 - 
Rn = RwE*B+B.B:, C17 
再 从 黎 曼 几何 p,156 得 
pV Ye — Br" Be VE® 
用 F， 运算 之 ， 因 F,B。， = V ,Br°, = 0， 故 
Po Pen = Be'Be PV k= BrB," Be YE 
与 (1) 边 边 相 加 得 / : 
PoV nt Room = BrBBe (VD Er + Rwk’). 
如 巨 为 内 "的 仿 射 开 玲 向 量 ， 则 右边 为 0， 故 下 为 闲 ” 的 仿 射 开 玲 向 
量 。 z 
24、 在 点 的 邻 域 里 考虑 ,后 (1) 党 全 可 积 , 故 若 在 p 任意 给 定向 
量 ( 六 ) 拓 0， 则 存在 以 9; = gxn(CpP)2 为 初始 值 的 (1) 的 解 。 又 因 了 ov = 
,ou， 故 由 黎 曼 几何 813 例 2 知 在 p 的 邻 域 里 存在 v;= 3//3x* 的 函 
数 1/。 因 为 (opP)s0， 例 如 设 ys0， 则 在 的 附近 f(%)=al= 
fCX(p))) 可 解 为 x" = 中 (XX!,… ,x"!) 的 形状 ， 作 成 nn 一 1 维 ( 超 ) 曲 
而 。 
将 曲面 Fx) = 6 表示 为 **=%*(ws)， 则 
f(x(u))=4a. 
对 ws 求 偏 导 数 得 (3F/axx)B = 0， 即 
Biv,=0 : (2) 
成 立 ， 故 存在 
办 一 PC)A 
的 函数 p。 在 曲面 上 将 (2) 共 变 微分 之 得 
Hv + BB Vv = 0, 
将 (1) 代 入 之 并 运用 (2)， 则 
0= H, Nv + BB (Eg, + Vv,) 


= p 好 十 在 gpa 
因此 得 z 
H,,= — (k/p) go (3) 

这 说 明 是 全 脐 曲面 。 若 &= 0， 则 是 固有 的 ， 既 使 * 志 0 也 是 固有 的 ， 
可 证 明 如 下 。 根 据 柯 关 齐 方程 (25.10) 
RavoBwBonBov Ne = - VlH,, 

对 于 常 曲 率 空间 ， 左 边 为 9 。 将 (3) 代 入 石 边 得 


a 1 )- 9 (一 儿 


与 8， 作 职 和 【〈 设 >2) ， 则 得 p= 篆 数 。 
25. 记 了 ,H,,=H,,， 则 
Hs= HH 

成 立 。 了, 运算 在 (2) 上 ， 则 得 。 . 
这 Rss = Bosea+ HicHssa— BoocHsa— HoHiss 
交换 下 标 4 一 c~>G 得 

PR.sae= HoceH,at HHssa — HooeH,a ~— HH,.s 

P Ra = HossHoat HHo,a— Hs, — Ho,sH,,s 
浪 边 相 加 ， 根 据 比 安 基 人 恒等式 知 左 边 力 0 ， 族 令 

4 一 下 4 


4 人 .is 十 4 十 A.,H, d + H,.A,.s 

+ H,.A,a t+ HA.sa=0 (3) 
棍 视 假设 ， 和 矩阵 (如 ,,) 正则 ，、 设 逆 矩 阵 为 (Ko )， 则 KK%= ,了 历 且 
KoeH,.= 8,°, KooH,,=n—1., 
(3) 与 Ke 作 积 和 得 四 

(n 一 4) A,,e 十 末 , .天 4 -HK°’A,., = 0 ( 4 ) 

再 与 作 积 和 得 

2(n~ 3)KiAs.=0 
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于 


入 


因为 "4， 所 以 天 ”4oe= 0。 将 此 式 代入 (4) 得 46,。=0、 即 了 ,Hs。 - 
V,H,.=0. / 
26. 由 柯达 章 方 程 (前 题 (1)) 知 ，V, 如 .= 了 .Hsr。 故 HH。 满足 
习题 三 第 37 题 的 条 件 ， 因 此 g 的 曲率 张 量 由 
K'ses = R,,. a °H, 
而 定 。 根 据 局 斯 方程 得 
Ra= HoaH,.— H.,H,, 
改 
R’ ,oot = (Hallss— HH HH, 
= (HH)(H,.H.)-(H.H.)(H, Hi) 
= 8 be— 8 oeB’ bs 
故 8g 为 常 曲 率 空间 的 度量 。 


习题 七 钥 智 (pp.107~115) 
1.。 假设 是 可 定向 并 不 失 普 记性 。 因 为 4f = cf， 所 以 
| fAfdo = c| fa2da 
M MM 
因为 f 为 非 4 常 数 ， 故 由 826 例题 1 (P.104) 知 左边 为 负 。 然 因 
(frao>0, 可 见 c<<0。 | 
2， 将 Pa(f,f,)= per “f+ 了 af 1 了 *f。 积分 
83， 将 Xf=be 人 =opef =7a(sef)— JP = Vo Ef) 


积分 之 。 / z 
4， 令 f= HTY? ， 积 分 4f。 例如 当 7 为 二 阶 张 量 的 情况 下， 区 
f= 了 4 则 | 
Af = 27°THP aT 十 四 287 ) 
根据 假设 请 en = 0， 故 
Af = 2(Fa7 aa ) 。 


积分 之 得 0= Jr Tia, 因此 FT =0. 
5。 考虑 TM 的 决定 邻 域 系 作成 的 开 复 盖 ， 则 由 $ 6 例题 1 
(P.18) 知 ， 坐 标 变换 的 矩阵 是 四 


3 和 人 ， 


i i 


dx!4 oxt | 
(3 92X/4 PE At, \ 
/ | 0OXH9XY 7 dX+ 
的 形状 ， 放 det(9%/4/9x3) = {det(3%2/9x+)}? 宝 0。 因 此 坐标 系 总 是 
同 向 的 。 
6. 考虑 满足 定理 26.1 的 条 件 的 有 限 个 箱 站。,… ,这 ps 而 成 的 
复 盖 以 及 函数 $1,… ,中 。 对 于 PE Vp; ,x*} 处 的 向 量 (其 ) (ni)， 定 
又 pg) 为 
goi (RY)= EY 
则 & 是 瑚 >; 的 黎 曼 度 量 。 再 令 
Bp(RYT)= >》 bp (TY) 


i 二 1 


则 在 各 扣 Pp，g 满足 度量 张 量 的 性 质 ， 因为 $ 在 Vp 之 外 为 0， 故 
上 式 右边 之 和 实际 上 只 在 含 的 邻 域 ， 例 如 py，… ,了 ps， 求 和 即 
可 , 因 中 g"" 在 Vr 是 C” 级 张 量 场 , 故 在 Vpi 丫 … Vp; 也 是 C" 级 。 
从 而 在 流 形 的 各 点 ，、8 是 LC” 级 ， 
7， _V* 运算 在 fhV 串 = 了 ;下 上 得 
VP = fr V6$ = (1/2) (FF 中 十 7 中) = 0 


故 由 3826 例题 2 (p.104) 知 中 = 常数 。 | 4、 
8, 因 工 是 度量 联络 ， 故 
dg a ao 
ar" BarsT vv — gral vn=0 


现在 令 Fw = ff + am。， 则 从 上 式 得 
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gant” 十 Ehatvu® =0 


ta = 0 人 
™ 入 , 2 一 、 i 7 
人 的 共 实 避 表示， i 
A 
PE* = 2 Mo oo — _ 9 Ea 


ox, “2 


= D>,& + tab = 了 和 有 


je Peer 
9，〈i ) 在 有 关 体积 元 素 的 积分 定义 里 ，w 9 的 性 质 仅仅 使 用 
了 权 为 1 的 相对 数量 性 质 。 故 可 用 9 代 v 9 定义 积分 (参照 8 265| 理 
4，5) 。 
i ) 在 号 标 变换 fa vtzny 下 ， Fi 的 要 扩 夫 入 (参照 习 
题 二 第 20 题 ) 
Ti = T+ log A A= det(3x/3x/) 


AY adr/" dx iY 
男 一 方面 根据 §9 例题 2 (p.22) 知 9 的 变换 规律 是 
PX) = AP(%X) 
故 令 9 /= p(x/)，。 则 z / z 
dp’ ax dXY 3 1 ) 
BR 0 (A +4 如 
因此 . 
99” jr . 9X’ 24 dg、 
3X7v 下 [= dX" 5 5 
_ /he frr ne 3log141| 
A v( py , | 十 dx/™ 
dx1 ’ 90 0 
4 这 -To) 
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成立 。 
(111) ST = dti, 则 


re = d+ 一 -alogw 9 + ,t= a", 

由 假设 知 

a 1 oq 3 

(rT dx ™ 3xr Jog 
故 
9 oP 

即 得 

9 Pp 


中 ，w 9 都 是 权 1 的 相对 数量 ， 故 p/w 9 是 ( 权 0 的) 数量 函数 。 
其 次 。 对 于 任意 的 = 计算 P78*， “得 


Fe 0 
天 关于 联结 的 共 娄 导 数 ， 从 (0 
(再 引 -总 ( 珊 六 ， 


_?_ 
V9 


A 


(bE* + pt = = oD 
由 格林 定理 知 


0 = [红叶 轴 ) gax!.. a 5 GV gdsleda" 


-| Pvar'. “dx" 
通过 分 析 积 分 的 定义 可 见 ， 式 中 最 后 的 推导 是 允许 的 ， 
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10， 共 形 开 玲 加 有 量 邓 满足 (17.32); 


dp = ps = ~ ly PR+ 人 yxR) : 
因 员 为 常数 ， 故 
RE 
4p= - 一 一 一 p. (1) 

根据 $ 26 例 题 1 得 

| padpac- 一 | lVpll2ao 

M Mm - 
将 (1) 代 入 之 得 


有 一 1 
故 若 二 0， 则 p = 0， 区 为 开 站 向量 若 尺 =0 ， 则 Pp 为 常数 ， 故 于 
是 相似 开 玲 网 量 。 然而 相似 开 玲 问 量 是 仿 射 开 玲 向 量 ， 故 由 定理 27.6 
知 ， 用 是 开 玲 癌 量 。 


者 ， 

11， 在 共 形 对 应 gxw= ezeghxn 下 ， 从 (17.6) 得 
考 四 

R= Riv (Rn~2)puv ~ ParBny \ 


根据 候 设 用，= Rs， 族 得 pa* = 0， 


-| psac= | lrplzac 


0 = pa® = 了 sp" 十 2 pap” 
积分 之 得 p= 常数 。 | . z | 
注意 。 因此， 在 紧 致 M" 里 满足 xR。, =0 的 共 形 开 玲 回 量 是 开 
12、 设 为 共 形 开 玲 癌 量 ， 则 | 
VE +VEY=2pg8 (2): 
与 gr 作 积 和 求 p 得 | 
p=VE°/n 
代入 (2) 得 
A = PE, +ViEs— (2/n)VoErgin =0. 


一 201 一 


故 四 4A, =0。 根据 $ 27 例题 2 的 计算 得 
0 a yo 2 Ga 
pep ok + RatE +(1 Pa -0 (1) 


18。 令 /= 1: = 88 运用 前 题 (1) 得 
(1/2) Af = ,EPE + EE 


= | 生计 十 二 - ReEe -(1 一 2 Pp ok : 
= | 于 I? 一 Ric (了 于, 于) 一 (1 - A 


最 后 项 变 为 
EV VE? = ,EP Ec) VE Ee 
= div((div 妃 ) 下 ) ~- (div 于)? 
积分 之 得 国 
| Ric( ,do 
M 


车 利 齐 形式 总 是 负 定 ， 则 两 边 都 是 90。 特别 是 Ric( 互 ,于 ) =10 。 
.=0. 

14. 根据 8 27 例题 2 及 第 12 题 。 

15. 令 Ain = ,E,— VE,, 模仿 § 27 例题 2 4 

16. 关于 前 题 的 4;,。。 计 算 P46 = 0。 

17. 根据 第 15，16 题 。 

18.。 令 f= jw， 模仿 第 13 题 。 

19. (1) 令 三 (2 和 = 28， 则 


Vof = (『z)5 + uP (1) 
.=『Mzc， 故 四 
Vf = BV dat UD ak = F xlo 《2). 
其 次 用 三 运算 在 (1) 上 得 | 
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Vo = (Vu ) E+ 2V ou E+ ue 

= Rw + 0 wu R'E:=0, 

故 由 》26 例题 2 知 f= 常数 。(ii) 由 (2) 可 得 ， 
20.。 选择 局 部 坐标 系 使 在 射影 变换 中 下 的 对 应 点 具有 相同 坐标 ， 
则 声 导 联络 有 
入 )* 人 

ba - | 于 
的 形状 。 这 时 ， 从 (18.8) 街 

R= R,,- (nC— 1),, 


根据 假设 RR，= R,,， 故 
0= 机 ,= Pi, 一 让 中 
Pay = be = lll *. 
可 见 ， 通 过 积分 得 和 = 0， 故 为 仿 射 变换 。 
21、 设 外 为 射影 开 玲 向 量 ， 则 
F xd d= 7 + RossE = d+ thd. 


由 此 可 得 
pak + Rok = 2 内， Papal = Cn+1)y, 
故 
Po + Rok = — poke 
n+l 
成 立 


仿 第 13 题 ， 代 入 积分 公式 并 运用 
EV VaE = VE ED) ~ (VE )? 
可 得 下 式 


| 和 - 2Ric( 了 , 工 ) 十 -PE 一 记 
M 2 
有 一 1 ,,. 
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因 Ric( 和 到, 和) 是 负 定 的 ， 可 见 和 =0。 
22， 设 $，M" =M" 为 相似 变换 ， 则 诱导 度量 g 有 如 下 关系 
g = P(g) = eg, k= 常数 
故 V9= ev 可 。 设 关于 9 的 体积 素 为 ac*， 则 
| do* -| xd = En | /gdxl...dx" 
W y a 


-一 Cn | do 
MM 


男 一 方面 ， 设 $9 为 {x%*}->{X%*}， 则 
| ao -| /grp) 帮 X 
对 和 
= 人 26 引 理 4,5) 


=| gear=| do 
‘4 YM 
闸 e*=1 即 = 0。 
23.， 设 中 ，{M",g} 一 {用 ', 台 } 是 共 形 映射 。 假设 M* 可 定向 并 不 
失 其 普遍 人 性 (参照 下 述 注意 ) 。 
设 8= (BE)=erg， 则 由 (17.7) 知 


2 
=Vopr+ 2 pp = 1  (R-ewR 
p p 9 - Pap = a e ) 


收 得 
半 
2(n—-1)Ap= ~e:rR+R-(n-1)(n-2)lVplH: (1) 
督 
根据 关于 羡 ，R 的 假设 每 4p 和 0， 故 p= 常数。 从 而 4p = 0,，Vp=0。 
再 由 (1) 得 


故 及 = 尺 =0 恒 成 立 。 : 
注意 假设 有 共 形 映射 $。 因 为 4 是 微分 同 肛 映 射 ， 故 车 于" 不 
可 定向 ， 则 对 " 也 不 可 定向 。 这 时 ， 在 姑 "，AMM" 的 二 重复 盖 流 形 杂 /， 


六 ' 间 存 在 微分 同 胚 映射 和 使 得 


元 = ox (2 ) 
1 站 ra (证 明 酷 》 。 四 
1 设 8 = 11(g),8 = HI(&) 为 根据 <， 请 
| | 导 在 以 '，M’ 上 的 度量 ， 则 由 (2) 知 


-一 芝 
DP/(g') = PD/olI(g) 一 llo Bg) = lI (gg) 


$ = (erg)= erll(g)= erg’ 
图 15 成 立 ， 故 入 也 是 共 形 上 映射 。 因此 不 可 定向 情 


况 下 的 共 形 映射 问题 可 归结 为 定向 的 情况 。 
24， 在 前 题 证 明 的 (1) 式 里 ，R=0，R(p)= R(F)=0， 故 4px< 
0。 因 此 p= 常数， 于 是 讨论 中 的 变换 是 相似 变换 。 再 由 第 22 题 知 ， 
是 等 距 变换 。 (第 28 题 的 特例 ) 。 
25. 若是 相似 变换 ， p=， 这 时 显然 。 以 下 证 明 其 逆 ， 设 关于 
共 形 映射 $，R=e-**R 成 立 。 这 时 根据 第 23 题 之 (1) 得 
2Cn-1)Ap+ (n—-1)(n—2)lVpll?= (1~e”?™)R,. (1) 
(1) 的 两 边 乘 1 - ez- 并 积分 之 。 首 先是 右边 为 
L=((1~e?-H)R, 1—- ep) 0, 
这 是 因为 1-eze-o 与 1- ez-b 同 符号 ， 而 且 R<0. 
再 来 计算 左边 。 由 第 2 题 知 
(Ap»1 -esrera) = — (PpV (1 -ee-®)) 
=2n(Vp,e:"™r Mp) 


_ 27| ep“RPplltdo 
M 
成 也 ， 故 
M= (2(n~1)APt+ (n~1)(n—2)Ppl:, 1-e2"?-h) 
= (nn—1)(3n+2) | er"™p-RlV pl do 
i 


+ (n-1)(n-2 ] GE 
i 
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因 区 = 肝 ， 故 上 = M = 0。 特 别 是 从 元 =0 得 
(] ~ el1 ~ erro R00. 
从 及 =0 得 p= 常数 ， 故 由 上 式 得 p=k。 可见 为 相似 映射 。 
26. 根据 前 题 . 
27， 当 刃 = 玉 =0 时 ， 根 据 23 题解 答 (1)。 再 由 23 题 知 也 不 能 
R00,， 尺 =0 或 R=0， R< 二 0。 其 次 设 R<0， 尺 一 0 ， 因 存 在 R/R 


= ezs 的 故 由 25 题 知 是 相似 映射 ， 而 且 8 = ezig = (R/R)g. 
28.， 当 愉 一 0 时 ， 用 27，22 题 。 当 KK=0 时 ， 用 24 题 。 


29. Val RioRee) = Ro ovot+ jnvol 的 右边 第 


一 项 加 以 变形 。 

Roy op Ry = Revop el — VRyovo ~ V ,Royo) 
= Rvoy eV Rogvo — Vs 用 wo) 
= 2R'rvoy or Re, ,yo. 

如 果 在 此 处 运用 利 齐 恒等式 ， 则 
= 2Rivo (yaRe, ot Rore Rs 
- Ro Ro — Rov R’,eo, — Rao’ Re,,e) 
令 其 中 各 项 为 a, ,… 4s， 则 
a = 27,CRMvoy ,Roo) -217 Rel?, 
a, = 2R*roR,, Ks,,o, 
a, = — Rivo( Resp 一 站 cs) 用 ceo 
= — RMvoR,a: Ro = RtvoR) ac R's,,, 
a + as = 2Rio( — Rav Re — Ro Re ve) 
= 2Rio( Rov Reso — Raoo' Rr,e,) 
= AR*r oR ve Rs,. 
代入 这 些 式 于 并 积分 之 。 
30. 根据 (13.9) 知 
VR = VR ~ VR, 
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成 立 。 故 在 (i)，( 让 ) 的 情况 下 ，Vohiww*= 0。 其 次 设 为 共 形 平坦 的 
则 


_ -~ .1 -~ = 
Cy = V Rs 及 2Cn— 1) (guyV RR EX unK) 0. 


然 因 尺 = 常数 ， 故 得 PR 一 了 R= 0， 仍 然 有 FRR = 0 成 立 。 
31. 运用 前 题 。 首 先 证 明 在 任意 点 P， 六 (PP) 之 0。 由 习题 三 第 51 

题 (p.59) 知 ， 在 点 了 和 在 满足 下 列 条 件 的 标准 正 交 基 下 ，…， 和 4。 

(ii) p( 轩 ;于 0), 民 12443029Riws 以 外 的 曲率 张 量 的 分 量 全 是 0。 

Cii) | Ri Ri | Spy — Py 1Ri3 — Rss| Spy — Pu 

| Ri ~— Ri ) < Pp1s — Pu, 

用 关于 这 种 基底 的 分 量 计算 人 (P)。 因 8( 有 和) = 0 故 芋 (2) 有 
以 下 形状 。 / 


Kp) ~ > } RoR Re t RiwpoRywopR ogeo 


十 2R,snp Rpuo Rpaop 人 
为 了 简单 ， 记 


G = pi = Pass b = p,; = pass C= Pu= Pyne 


& 二 Rs B= Rs Y= Rs 
(参照 8 14 例题 2p.45)。 又 从 基底 的 作法 可 见 
gab>c 


人 们 知道 ， 通 过 复杂 的 计算 ，A (2) 可 由 下 式 表 示 。 
K(p)/8=a(b~—ce):+b(c-a)’*+c(a- 0)’ 
+0a2b+e—-20) +Bi(c+ 6-— 206) 
| +Yy’(a+b -2c)— 60By~— 6bYa ~ 6coB 
然 由 假设 知 . 
,b,c>- >0 
a-b>|la-Bl, bb-c>[IB~-Y|l, -cla-x!l . 
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K(p)/8>a(B-y)*+b(a-y): +c(a—B): 
+ai(b+re—-2a) +Bi(c+a-2b)+Yy:(a+b—o2c) 
~ 6aBYy ~ 62Ya- 6caB,. : 

整理 之 得 
Kp /1020 (bt+rc-a)+BiCcta-b) 

+y’:(a+b—ce)—4aBy— 4bya— 4caB. 

因 a+B+Yy- 0， 故 将 gc= -8B+Y) 代 入 之 ， 则 

K(p)/96> cB + by? b+ eaBy. 

石 边 可 看 做 B,Y 的 二 次 式 ， 故 其 判别 式 4 为 

A=(b+cec-a)’:— Abc 
=(Va+t+v b+ oe {a-(vVb+v ee)} 
x{a-(Vb-ve)’} 


然而 
a+ b+rve 0 
又 因 
0<vD -vc 一 vv 
必得 
a- (vb- ve ):>a- (wb):>0. 
Vol, Vbrve> ,+ 3-1 
得 


/a (w/b 十 ©)<0. 
因为 已 证 明了 4<0， 故 尺 (p)/96 之 0 。 因 此 ， 根 据 前 题 在 所 有 的 点 
D， 玉 (pp)=0。 然 而 ， 只 在 B=Y=0=& 时 ， (pp)=0 才 成 立 ， 故 由 
(1) 得 ae=b=c， 从 而 讨论 中 的 空间 是 常 昌 率 空间 ， 
注意 ”下限 不 能 比 1/4 再 低 。 原 因 是 ， 存在 满足 4SP(，， Y)< 
1 的 非常 曲率 空间 的 四 维 爱 因 斯 坦 空 间 。 
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32, (7(4)2 0 ) 


-1 SA. 


~ (rr-1)1 


1 | U,, CEN 
M 


Arg 


rd 


| UU, a (Erp Ar Espa Ms Ar + "™® 
1)1! M 六 


(7 一 


二 (一 1 ia182i02 Mr 


Dr 


re J :二 1 
?+1 
33. > (一 1 Pi 
i=1 
r+1 


一 2(~1 )i- 全 
因此 要 证 明 


r+1 


0 人， 和 


ji 


为 此 ， 只 要 证 出 对 于 各 i，j( 夺 ) 


〈《 一 DY Dee 


+ 


即 可 。 然 因 左 边 是 


十 。…。 十 ( i 1)'™iEtroi.,*") 


Ar+! 


A，。， <。 Ar 十 1 
- 工 和 入 . tf . 
j 


入 .hr+i= 0 


bm, Ar 二 一 0 


a | 
se i Hi 
jt 1) ES I 


十 《一 1) 


34, 念 IAA)= 727， 则 


j= 11 


'~i)do 


1 Eh; v1 Co = (u,el(E)v) 


~ 
: tus) 
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了 2 和， rr 一 上 Lo， 


Qi( 有 )2=g2 的 分 量 为 


-~ & AT 
(QV) ,A 5 一 7) a .- - 


| 


i 二 1 
ou ~ 
Vi "iM r Ea 
=- ] ) dx & 
De 
. + Ua Ns, rN: (1) 
i( 下 )du 的 分 量 为 | 
(id = -和 Fri ,0 
人 (t+(2)， 注 意 (1) 的 右边 第 一 页 与 (2) 的 右边 第 二 项 相 消 ， 则 
((di(A4)+iCA) du . 
( 
. | OW eh, 1 ， ~ dEe 
= 6° re 十 (一 1) aa 
du, “+ dOE2. : 
= a + . a Ba Eee 
GD 人 本 和 
35， 今 d=v， 则 ddu= dv 的 人 分 量 是 ) 
_. Nit MA jr 
(dv)),..., = 1) 县 
和 j— 1 . 
-和 be Di ， 
i 
2, 2 .+ 1 i 
< ， 
十 (一 1 六 ES "7 小 2 
2 OX 
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= yy ( _ 1)i+i Md ee rt 


全 0XA7DOXAi 
i 9 
7 | 1" 4. i "rr 中 2 
十 (—1]1)’ -一 一 一 一 一 全 一 - 一 一 一 一 
入， 9xi19Xi 
本 A 一 J 三 
交换 第 二 项 J] 字 本 1， 1 伍 
r 咎 2 


-十 1 9 27 A ~ 
Diti 


入 ， A 
i=1 j=i+1 9% i 9 和 / 


36. (0U), .a = VPCV ug,...N) = (Ve7 a — Va) UD, 


使 用 利 齐 恒等式 得 
2(008) AN， 一 Rpae WsB, ,a, + Rpae Ue), ,Ar | 


然而 对 于 及 称 张 量 
Ri =0, 
RpryurBY =0 ( 参 上 照 悦 题 一 -第 22 十) 
必 35u= 0. 
37， 令 条 = 下 则 


PE = (ola Mr tA 


1 
RR 


和 Vu ,Ar DR “4 7 十 Wi), Ar vn 4 " 看 


. 1 : J A 
重光 ri V ,Et = 7 + 7 (dun.. 人 


1 Bo 
r! 


积分 之 得 0= (du,v) + (4,0v)。 
38、 (i),(ii) 从 Q, 一 9 的 对 偶 人 性 可 得 。 从 
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(42, WwW) = (d+ Od 20) = (dz Ww) + (Odw ,wv) 
= (0w,0w)— (dw ,dw) 
得 (iii)。 
39. 与 天 题 一 样 
(20)= 一 (CCD) 一 (6 07 ) 
= (U0d0) + (ud0v) = (u, AV). 
40、 对 于 任意 张 量 和 44,， 
(PV ub + hhgsn) A 
=VAV OA) -Vb A + kh A, 
=V Vib A -VO A HV VA + kh AN. 
故 
| pro+ ibe ado =| ape+Hdo)gao (1) 


成 立 。 现 在 令 
A = 中 十 KE， 
并 代入 上 式 ， 办 为 
A*:=V°7 0 + nkg = /D+ nk 中 , 
PPA = VP PG + kbe’:) 
= Vr Vg + KV, 
=VrV V+ Rae Veh) + Ek 
= A +Vr( RV) + kg, 
多 因为 是 爱 因 斯 坦 空间 、 所 以 : 


用 sa = (于 一 1)KEgna， 
nin 
大 PAY= 4 如 种 +nk 促 。 将 这 些 式 子 代 入 (1) 中 得 
| rr thkobgiull do = (A + nkAb + kA+nkb) ,中 ) 


= (ACAb + nkg),$) 十 有 (人 促 十 PR 中) 
= (Ld 上 Ph ， 促 ) + CA + nkb, kd) 
= (A+nk, M+)， 
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41 . 4f=(df+5dp)=5d1=FFor 
(4 六 =((d+0dD)2) = (dV °u), + Vdu)o 
=V ou FV Vou — Va) = Val + Vu — Vor ur 
=V ou 十 (了 nlc 一 天 AZ 
= 了 os + Raoerus = Vas 一 Rw. 
其 次 计算 r 之 2 的 情况 。 
CU a a = Vp 一 ar 
(0dED) .hr = VHP ,a 一 PA .8..Ar。 
(OU) = Vr 


(LOU = VVruA, .Ar) 一 人 (Ahy) 


j=?2 


r 
一 Vo Vu ,a + 2 PV ar 
二 


由 此 得 


CAW ,4 = Vo ,+ 7, 六 — VV, jh 


j=1 | 


将 利 齐 公式 适用 于 最 后 项 ， 其 中 运用 以 下 变形 。 


全 8 al hy 一 9 ( KR pra 和 Rapp) UM, a 


42. dw = 6w=0 之 Aw=0 显然。 其 道 根据 第 38 题 (iii)。 
43，、 设 w=du， 则 0= 8w。 故 由 : 
(wwW)= (du Ww) = 一 (& 60)=0 
得 w= 0。 文 设 多 =0v， 则 0= dw， 故 
(WW) = (07 20)= 一 (020) = 0. 
44.、 设 4EA,(H)， 将 4 运算 在 


f= ul = a a 


一 213 一 


上 ， 则 得 
(1/2) Af = PV .re + Pull?. 


将 第 41 题 的 结果 


VeVi ,r= CA .A + ER ah 
+ TE 全 .acB...hr 
ii < ! 
代入 右边 第 一 项 并 整理 之 可 得 


Af = rRopgu® ,ac A 


+ rl Rosopur a ru, + Au + Pull? 


再 积分 之 。 
45. 在 已 知 条 件 下 证 明 ,CE 人 (人 和) 义 是 正定 的 。 因为 是 共 
形 平坦 的 ， 所 以 
(有 一 2) 民 op = — Roagop + Roagpp — gpaRop + goaltpp 


+ (BooEop -Boogop)， 
故 得 
(nn — 2)Rosopur Ns runB, .+ 
= _ 4Ropun rp, + Ws Nr As 
n-l 
于 是 
n— or a (r—-1)R | 
F WW}= -RR Us Ar un yesehr 十 -一 一 -一 -一 一 一 一 一 -- Wl 
0) Mr (nn-1)(n-2) td 


因为 根据 假设 知 利 齐 形式 是 正定 的 ， 所 以 对 于 固定 的 和 ys… 入 


民 opue rr 之 0 
只 有 当 ze = 0 时 等 号 成 立 。 又 由 习题 三 第 28 题 得 尽 盖 0。 故 如 
8/ 2>r， 则 得 了,(w) 之 (0， 只 有 w= 0 时 等 号 成 并 。 因此 对 于 r=1， 
… ,Cn/2]，b,( 导 )=0 成 立 《r=1 的 情况 根据 第 18 题 ) 。 再 由 庞 加 
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莱 对 偶 定 理 ( 下 述 ) 知 ， 对 于 2 …， 于 一 1， 也 是 2 ( 彤 ) 
= 0。 
注意 庞 加 汪 对 偶 定理 . 对 于 紧 致 可 定向 的 拓扑 流 形 
b,(M)=6,.,(M), r=0,1,.…,7 
成 也 。 
46. 我 们 来 证 明 在 各 点 Pp，f.《u) 是 正定 的 。 很 据 逢 阵 理 论 知 ， 
可 选择 了 , 04) 的 标准 正 交 基底 
有 


mm 


， 上 
(t=1,, Mm 1*= m+i) 
使 得 反 称 张 量 忆 * 除 
2 二 一 2 二 0， 1 二 1 1108 IW=m+i 
以 外 的 分 量 为 0 。 其 中 设 为 0 或 1， 只 有 当 于 为 奇数 时 革 ,。;。 出 
现 ，4ws+ri= 和 点 。。 对 于 这 样 基底 计算 


F,(u) = RopuapUps 十 ->- 2 RappoliapUpo 


百 先 


2 Raplan lpn = > 入 AapALaukZBn 


-元 六 (CRsiialiit lise + Re i A iWi*;) 


XI ji; 三 1 


_ Sm pCi, 入 ) 3 + yp(is， 入 )z 
二 1 i 二 1 A 三 1 ft 二 1 
wi 入 由 二 


=》 {pCi, Da Ss) ul+2 Si pi, i" )w? 


入 加 1 iw 1 Fw 1 


| 
A 


本 > T Rapoaliaplps = ™™ 2 > KR; jj HW， UU, 


‘j=l 
= 42_,R;,* Wid; ~ 2 DO_ pi )u? 
i<j i= 1 
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式 中 设 


由 此 可 得 
Fu)= > {pM TpOs M+ 4 Rw, 
.ml iml i < 
As 
多 因为 是 3 来 紧 、 故 由 $$ 14 例题 3(p。46) 知 
4a06<p( ,人 ) 委 0， 00< 和 p(t*y, 入 )<C 


[RR ji "| < (1 -8), 0< 一 < 一 1 ， 0< 一 C， 


故 
F000 Jan -D8 -8) Du 
i<] 
然 因 
= i 2 (E+ 4)) 
故 
F,(u)>a 2 2_,(u?+u? ) 一 -。 (1 -0) >》 uu, 人 
1 < i<j 
~ 2(n 220 5 并 jx 一 到 )2 
m—1 < 
21i(8m+ 3e—- 80~-2(m-1)} ， wt 
3(n-2)0 
因此 ， 如 果 


一 216 一 


8m+i+ 3E—8 
那么 下 ,(w) 是 正定 的 ， 从 而 必须 =… =w,=0, (1) 式 
、 2(m—1) 1 
3 E 二 \ S 1 
“| " 2(m—1) 
4 一 十 一 a 
当 &=1 时 一 


47. 积分 下 式 可 得 ， 
(OORT LAr 
= (ES aN Se be 
一 DS pM ENT ps 
=Va(E ps Ta ) 
PES MMT hs ke LAA Ta 
十 于 MVoaEuiT ,A obs 
i 
48， 将 nET7?( 红 ) 看 做 反 变 张 量 时 记 做 VET;(MM)。 根 据 前 是 
的 计算 得 
(GCX)u,v) = 《OR) uD (1) 
2 TD 2 A 
一 Za nr COCE VR ar 
然 因 


Vhs Fr Bitte BA ,A 


(GCEIV Ot = et (OR) BN iri gr 
+ Degg rr (OA )V),,,..) 
— Wr (OAV 
= 一 开 (8( 有 下)8 7) NN Ho, 
一 琴 (OC(R)D) ,nn; 
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= ~ (OF) gg) ig gu Bar2 os, 
~— UROL ps, 
= TB ie(0(E)g) ,pu Bg ,a 
一 ED) 
代入 (1 ) 得 
OO = pal Ep dr) 一 aku riy 
+ 800A Bg) iu i rg ,he 
— Wr (000), 
= PalErly pd tr) + CO CF), .ul 
积分 之 可 得 (0( 革 )u,v) = (4,6 ( 瑟 )p) : 
49. (1) 对 于 wv€ A,(M) 


= (VrE Wr 十 Er od, ,a 
一 ZE ny 了 
i=1 z 


此 外 ， 


(eCRIOWDN a = EB TEC A 


= Es Vt, ,a 一 2 
改 边 边 相 加 得 
2 ,r+ EX; 一 PVHEN UA nr 
=VrE ,uw ,3, + EP LU, ,r+ VA Et 
~ ZV E+ V rE eA 
= 护士 (0( 4)u);,...;, — OCE) BN aB HU 


(3e( 了 ) +e( 了 )5)z= ~ dR). 
(ii) 860( 下 ) = -8(de()+e(K)d) = -5e( 下 )8 
0 (有 时)8= - (Oe( 和 4)+e(X)8)0= -del(A)e. 
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50. 设 必 为 调和 张 量 ， 则 dz= 0。 故 对 于 任意 的 于 


O(Nu= (dA)+iCX) du= dR) (1) 
因此 得 
dK Yu= ddi(k)u=0. (2) 
为 外 ， 对 于 开 玲 癌 量 工 ， 
0(X)g =0, divX = 0 


成 立 。 由 第 48 题 知 
0(X)u+ (TL=0., 
因 ou = 0， 故 由 上 式 得 
80(X)u= —B (EL= - 0(X)Bu=0 (3) 
从 (2):，(3) 可 见 ，6(4)2 是 调和 张 量 。 然 而 由 第 43 题 知 ， 若 调和 
张 量 具有 dv 的 形状 则 为 0， 故 由 (1) 得 6(4)&= 0， 
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8228283828388332388282838 和 


和 王 运 达 译 微分 几何 新 书简 介 ， 


< 姑 合 他 分 全 全 全 全 使 全 全 全 使 从 全 全 全 全 分 合 全 全 使 全 全 合 合 合 全 全 舍命 全 全 全 售 全 


《曲线 与 曲面 的 微分 几何 》[ 日 J 小 林 昭 七 (3,Kobayashi) 著 北 
大 吴 光 埠 教 授 序 32 开本 206 页 日 文 1977 年 第 一 版 。 用 外 微分 形 
趣 写 的 大 学 生 教 材 或 参考 书 。 习 题 有 了 略 解 。 讲 课时 数 约 50 学 时 。 

《 黎 曼 几何 》[ 日] 立花 俊 一 (5. Tachibana) 著 北 师 大 朱 克 助教 
授 序 32 开本 197 页 。 中 译本 根据 1974 年 版 全 文 译 出 、 该 书 是 用 
张 量 分 析 法 以 现代 的 观 已 为 大 学 高 年 级 学 生 或 研究 生 号 的 教科 ， 讲课 
时 数 约 70 学 时 。 

《 效 曼 几何 习题 集 》 立 花 俊 一 著 32 开本 221 页 。 除 上 述 《 歼 
曼 几 何 》 的 习题 外 ， 增 加 二 百 余 题 并 作 了 解答 ， 省 多 习题 过 自 出 版 
时 最 新 文献 。 共 有 例题 62 ， 习 题 276。 

《微分 形式 一 一 在 场 论 上 的 应 用 》 王 运 达 编译 32 开本 45 页 .为 
工科 院 校 、 师 范 院 校 学 生 写 的 讲义 。 统 一 了 牛顿 ， 菜 布 尼 兹 公式 ， 格 
林 公 式 ， 奥 。 高 公式 ， 斯 托 克 斯 公式 、 给 讲授 场 论 ， 特 别 是 给 曲线 上 坐 
标 下 的 拉 氏 算 子 提供 了 新 途径 。 讲 课时 数 约 22 学 时 。 有 习题 和 略 解 。 

上 列 各 书 均 已 铅 印 成 册 ， 近 期 将 出 版 的 尚 有 ， 

《微分 几何 学 概论 》[ 日 1 石原 繁 (S$.Ishihara) 著 南京 大 学 黄 正 
中 教授 序 1976 年 第 一 版 。 此 书 巧 妙 地 运用 并 融合 了 外 形式 、 张 量 分 
析 、 代 数 拓扑 学 等 方法 讲解 二 维 流 形 的 微分 几何 ， 是 一 本 很 有 特色 的 
书 。 可 作 大 学 生 的 微分 几何 选修 课 用 。 原 书 约 22 万 字 ， 有 习题 略 解 。 

《 黎 曼 几何 》[ 日 栗田 答 (M .Kurita) 著 。 本 书 用 外 形式 法 有 系 
统 . 由 浅 入 深 地 介绍 了 这 门 科 学 。 内 容 涉及 欧 氏 平面 ,三 维 欧 氏 室 间 、 
二 维 曲 面 论 、 微 分 流 形 、 黎 曼 流 形 。 全 面 地 讨论 了 活动 标 架 ， 是 一 本 
容易 接近 的 书 。 可 作 大 学 生 、 研 究 生 的 教材 或 参考 书 ， 也 适 于 自学 。 
原 书 约 18 万 字 、 有 习题 略 解 。 中 译本 根据 1976 年 版 全 文 译 出 。 
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